Normeista (Kr. 20.3-4) C3-11/KP3-Il, 2013, Kari Eloranta

Stadardinormeja, ns. P-normeja vektorille x € R” ovat

n
[x[]1 = Z Ixil, Ixll2 =
i=1

n
> ¢ Ja xllee = max|x] .
i=1

Maaritelma

A:n matriisinormi on ||A|| = max;zo ”'C(X”

I = maX”X”:l ||AX|| o

Erityisesti voidaan osoittaa, etta normilla p = 1 saadaan
JA[l = max; 377, [aj| ja arvolla p = co: [|A] = max; > 7, |ay]-

IAll = ¢ = [[Ax]| < cl[x|| ¥x € R

IAB| < [|AllllB]-
AT < [IA[™, m=0,1,2,...



Matriisieksponentti 1

Olemme nahneet, ettd neliomatriisille voidaan laskea mielivaltainen
potenssi, joskus jopa juuri (suoraan tai Spektraalilauseen avulla)
jne. Enta eksponenttifunktio?

Lause

Sarjakehitelma )} % suppenee absoluuttisesti jokaiselle
neliomatriisille A. Maaritellaan, etta tama summa, n X n matriiisi,
on matriisieksponentti e”. Sille pitee | e”| < ellAl.

Tod.: Jos [|A| < c niin edellisen lauseen nojalla HATH < ‘;{—
Toisaalta > ;2 k, suppenee kaikille ¢ € R. Siten )72 o 47 Al
suppenee (yleistetyn) vertailutestin nojalla. Koska edeIIeen
kolmioepayhtilon nojalla || S0, éTH < Yo lAl.l VN, seuraa
tulos. QED



Matriisieksponentti 2

Edellinen Lause antoi matriisieksponentin olemassaolon. Seuraava
on erittain hyodyllinen sen laskennassa.

Lause

Olkoot P,S ja T n x n matriiseja. Silloin
Q=PTP 1= Q= pPe’ P,
ST =TS = e>tT = e%¢eT,
e ° = (e°)! eli e° kaantyy jokaiselle S.



Matriisieksponentti 2

Edellinen Lause antoi matriisieksponentin olemassaolon. Seuraava
on erittain hyodyllinen sen laskennassa.

Lause

Olkoot P,S ja T n x n matriiseja. Silloin
Q=PTP 1= e?=pPeTP1
ST =TS = &tT = e%e7,

e ° = (e°)! eli e° kaantyy jokaiselle S.

Tod., ideat: 1. Koska P(A+ B)P~! = PAP~! 4 PBP!
(PTP~1)k = PTkP~! saadaan

P(Xi_o TPt = Y0 o TP, 6@ kun n — o,

2. Jos ST = TS, niin Binomikaava toimii eli

(S+T)" =32 k>0, jrken (7)51 Tk, josta edelleen (apulemmalla)

S+T _ 1 k _ S Tk
e>t! = Ezio nl 24j k>0, j+k:n( )SJT Eooo il Z‘Z‘Lo KT
3. Sijoitetaan T = —S edelliseen. QED




Matriisieksponentti 3

Esimerkki: Olkoon

a —b 0 —-b
T:( b 2 ):al+( b 0 ):al-i—B.

Triviaalisti / ja B kommutoivat, joten Lauseen nojalla e” = e eB. Koska kaikille

diagonaaleille pitee eld1:dn) = [ed . 9|, nihdiin, ettd e?! = e?].

P ratkaistaan diagonalisoimalla ensin B. |B — M| = A2 + b?> = 0 = Ay = %ib, joita
vastaavat ominaisvektorit ovat x4 = (i,1)7 ja x_ = (1,i)7. Siten diagonalisoinnissa
B = PDP-1

(i1 a1 =i 1\ . o _(ib o0
P_(l i)’ P _§<1 —i) s D‘(o —ib)'

Koska nyt eP = [e e~ |, saadaan niist3 edelleen Lauseen nojalla

i1 e’ 0 —i 1 _ . _ [ cosb —sinb
1 i 0 e 1 —i )7 T\ sinb cosh ’

josta matriisieksponentti

1
f==2
2

T __ af cosb —sinb
e =€ ( sinb  cosb ) ’



Matriisieksponentti 4

Esimerkki: Olkoon

a b 0 0 b O
T = 0 a b =al + 0 0 b =al+B
0 0 a 0 0 O
Kuten edella
T a B a - B"
e =e%e® =e Z o
n=0
Mutta nyt on helppo ndhda, ettda B" = 0,Vn > 3. Siten kehitelm3 on 3arellinen ja
saadaan
B2 1 b %2 e?  be? %Zea
T _ a2 __ qa —
e _e(/+B+;)—e 0 1 b = 0 e? be?
) 0 0 1 0 0 e?

NB. Matriisi, jolla on ominaisuus AK = 0 jollekin potenssille k on nilpotentti. YlI3
oleva esimerkki yleistyy niille valittémasti. Jordanin blokit ovat aina muotoa
I+nilpotentti. Siten (periaatteessa) kaikki matriisieksponentit ovat laskettavissa yo.
menetelmalld, koska jokainen nelimatriisi on similaari Jordan muodon kanssa.



Matriisieksponentti 5

Esimerkki: Jordanin muodot ja matriisiecksponentti Mathematicalla:

ns2= a = {{2, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, -1, 1, 0}, {1, -1, 1, 1}};
nsep= Map [MatrixForm, {a}]

2 000
0100
{1—110}
1-111

outfs9)=

ns4= {t, j } = JordanDeconposition [a];

nssk= Map [MatrixForm, {t, j}]

00 01 1100
- { 00 -10 0110 }

01-11)|0010

100 2 000 2

nsel= Map [MatrixForm, {t.j.Inverse[t], t.MatrixExp[j].Inverse[t], MatrixExp[a]}]

2 2
2 0 00 e 0 00 e 0 00
0100 0 e 00 0 e 00
OuifSe} { 1 -1101/ —e+e? -e e 0] —e+e? -e 0 }
1-111 3e+2e? -3 e 3e+2e? -3¢ e e



Matriisieksponentti 6

Seurauslause

Jos matriisin A spektri on {1, ..., An}, niin A:n
matriisieksponentin spektri on {e’ ... eM}.

Jos x on matriisin A ominaisarvoon X liittyva ominaisvektori, niin x
on my6s e”:n ominaisarvoon e liittyvd ominaisvektori.

. k . k
Tod. e’x = lim,_ o > ko % = limpo0 D hep )‘k—lx = e*x. QED

Huomaa, ettd A:n positiiviset (vast. negatiiviset) ominaisarvot
merkitsevat sita, etta vastaavaan ominaissuuntaan
(ominaisvektorin x miiraimiin suuntaan) e”:n ominaisarvo on

m > 1, jolloin e

on ekspansio eli laajennus tai
m < 1, jolloin e” on kontraktio eli supistus

tahan suuntaan x. Tama jako on hyvin oleellinen seuraavan
aihepiirin, dynaamisten systeemien, analyysissa.



