Kompleksiluvut

Aalto MS-C1300, 2015, v1.1, Kari Eloranta

Kompleksilukujen historia alkoi yhtalonratkaisusta. Lineaarisella
yhtalolla on aina yksi ratkaisu, mutta jo toisen asteen yhtalon

ax’+bx+c=0, ab,ceR

kohdalla nelioksi taydentaminen johtaa lausekkeeseen

—b++Vb?% —4ac
X+ = 5
2a

jossa kriittista roolia niyttelee diskriminantti A = b?> — 4ac. Jos
se on negatiivinen, ei reaalisia juuria loydy. Kun maaritellaan
imaginaariyksikkd, i = /—1, on yhtilolla kaikilla kertoimien
arvoilla kaksi ratkaisua (A = 0 selva rajatapaus: juuret yhtyvat
kaksikertaiseksi). Tama yleistyy (todistukseen palataan):

Algebran peruslause: Kompleksilukujen joukossa jokaisella
n:nnen asteen polynomilla on tasan n juurta.



Kompleksitaso 2

Kompleksiluvun z koordinaatti- ja napaesitykset ovat

x+1iy ja r(cos¢p+ising), x,y,r,¢o €R.

X ja y ovat kompleksiluvun reaali- ja imaginaariosat, merkitaan
R(z) ja 3(2).

Luvun z itseisarvo eli modulus on |z| = r = \/x? + y? ja
vaihekulma eli argumentti on ¢ = arg(z) = arctan ().
Kompleksiluvun liittoluku eli konjugaatti on z = x — iy.

Kompleksiluvun modulus on ei-negatiivinen ja sen argumentin
paaarvo, merkitdan Arg(z), maaritelladn olevan valilla (7, 7],
jolloin se on yksikasitteinen (kun z # 0).

Kompleksiluvut muodostavat kompleksitason eli Gaussin tason,
merkitdan C, jonka vektoreita ne siis ovat. Huomaa, etti C # R?!



Kompleksitaso 3

Kompleksilukujen yhteen- ja vahennyslasku suoritetaan
komponenteittain. Kertolasku- ja jakolaskukaavat:
212, =(xa + iy1) (e + iy2) = (xax2 — y1y2) + i(xay2 + x2y1)
2 _aZy _xxe+yye+iley — xiye)

Zy 20272 x5+ y32

Operaatiot +, —, -, / ovat kaikki vaihdannaisia ja liitdnnaisia.
Kompleksitasossa patee kolmioepayhtalo: |z; + z| < |z1| + |z2|.

Kompleksiluvuille pitee myds eksponenttiesitys z = re’?, jossa
¢ = Arg(z) + in2m, n mielivaltainen kokonaisluku. Kun valitaan
r =1 saadaan Eulerin kaava

e'® = cos ¢ + isin ¢.

Tama voidaan osoittaa esimerkiksi sarjakehitelmien avulla. Tasta
seuraa edelleen De Moivren kaava:

(cos ¢ + isin )™ = €™ = cos m¢ + isinmp, m e Z.



Kompleksitaso, esimerkkeja 4

Esimerkki: 1. Olkoon z; =1+ i ja zp = —2. Silloin |z1| = V12 +12 = /2,

arg(z1) = arctan1/1 = arctan 1 = 7 /4 4+ n27. Pa3arvo siis: Arg(z1) = w/4. Samoin
|z2| = 2 ja padarvo Arg(z) = arctan(0/ — 2) = arctan 0 = 7 (lue haara tarkastil).
Nyt z1z0 = —2 — 2i, joten |z1z0| = V22 + 22 = 2/2 ja Arg(z122) = —3n/4. Huomaa,
ettd yleisestikin napaesityksessd tulo (ja jako) on helppoa:

|z122| = |z1]|z2| arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) mod 27.



Kompleksitaso, esimerkkeja 4

Esimerkki: 1. Olkoon z; =1+ i ja zp = —2. Silloin |z1| = V12 +12 = /2,

arg(z1) = arctan1/1 = arctan 1 = 7 /4 4+ n27. Pa3arvo siis: Arg(z1) = w/4. Samoin
|z2| = 2 ja padarvo Arg(z) = arctan(0/ — 2) = arctan 0 = 7 (lue haara tarkastil).
Nyt z1z0 = —2 — 2i, joten |z1z0| = V22 + 22 = 2/2 ja Arg(z122) = —3n/4. Huomaa,
ettd yleisestikin napaesityksessd tulo (ja jako) on helppoa:

|z122| = |z1]|z2| arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) mod 27.

2. Tarkastellaan vektoria 1,z # 0. Koska

z

-z
r2

ja koska konjugointi vain peilaa vektorin
reaaliakselin suhteen, nahdaan, etta esim. 3
yksikkdympyran ulkopuoliselle (r > 1) z
ensimmaisen kvadrantin kompleksiluvulle % on A
kuvan mukainen. Selvasti yksikkdympyra
kuvautuu itselleen.

NI



Yksikkojuuret 5

3. Kompleksitason ratkaisu yhtaldlle z" —1 =10
on nimeltaan n:s yksikkojuuri. Niitad on siis n
kappaletta. Koordinaattiesityksen avulla niiden
Idytaminen on tydldstd, mutta
napakoordinaattiesityksen avulla helppoa. Jos
merkitddn z = r(cos ¢ + isin @), saadaan De
Moivren kaavan avulla vaatimukseksi

(%) r"(cos (ng) + isin(ng)) =1 =
*

r"(cos (m2m) + isin (m2w)), m € Z.
Koska |cos @ + isin 6| = 1,V0, nihdadan, etta
valttimattd r = 1. Yht3lon () ratkaisut
saadaan siis argumentin arvoilla

27
= k] :07172a"'7 _1 .. .
g=m n m n Viidennet yksikkdjuuret.

Muilla m:n arvoilla saatavat ratkaisut yhtyvat
naihin jaksollisuuden nojalla. Geometrisesti ne
ovat siis sdannollisen n-kulmion karjet.



Kompleksiyhtalo 6

4. Onko olemassa ajanhetked, jolloin kolmiviisarisen kellon osoittimet ovat tasmalleen
120 asteen kulmassa toisiaan vastaan?



Kompleksiyhtalo

4. Onko olemassa ajanhetked, jolloin kolmiviisarisen kellon osoittimet ovat tasmalleen
120 asteen kulmassa toisiaan vastaan?

Olkoon t aika sekunneissa keskiyosta eteenpain, siten 12 tunnin jaksossa
0 < t < 43200 = 12 - 602. Sekuntti-, minuutti- ja tuntiviisarien asemat ovat talldin

vastaavasti . .
27 2 3 i s
e_'ﬁt, e ’Wﬂ Jja e ’12-602t_

Tehtavan ehto on tasmalleen se, ettda nama kompleksitason yksikkovektorit kumoavat

toisensa:
_ —i2nt —i2r ot
(*) 50 60 t4e 602" e ‘126020 = 0.

Ottamalla kaytté6n apumuuttuja s = = 602 nahdaan, ettd 0 < s < 1 ja (x) voidaan

muokata muotoon (tuntiviisari kiinnitetty, kellotaulu ep&oleellisena pydrii)
e i2mTI9s 4 —i2mlls | 1 _
—_— ———
sekuntti minuutti tunti
Minuuttiviisarilta vaaditaan siis ettd se on joko 120 astetta tuntiviisaria edella:
11s = % + n, tai 120 astetta jaljessa: 11s = % + n. Naista edelleen joko

1 n .
Sh=-—+-— tai s,= -‘r n=0,1,...,10.



Kompleksiyhtalo 7

Siten ratkaisevaksi muodostuu nyt se, onko kummallakaan sekunttiviisarin ehdoista
2 . , 1
719s, = 5 + k tai 719s, = 5 + k

ratkaisua. Ekvivalentisti, onko millaan yhtaloista

1 n 2 . 2 n 1
79( —4+ —)—=-=k tai 719( —+4+ — ) — = =k,
33 11 3 33 11 3

n=0,1,...,10 kokonaislukuratkaisua k?



Kompleksiyhtalo

Siten ratkaisevaksi muodostuu nyt se, onko kummallakaan sekunttiviisarin ehdoista
2 . , 1
719s, = 5 + k tai 719s, = 5 + k

ratkaisua. Ekvivalentisti, onko millaan yhtaloista

1 n 2 . 2 n 1
79| =+ — | —=-=k tai 719 =4+ — | — = =k,
33 11 3 33 11 3
n=0,1,...,10 kokonaislukuratkaisua k?

Ei ole. Manuaalisestikin tarkistettavissa, mutta esim. Mathematicalla:

ni= Table[IntegerQ[719 (1/33+n/11)-2/3], {n, 0, 10}]
o= {Fal se, False, False, False, False, False, False, False, False, False, False}
nz= Table [IntegerQ[719 (2/33+n/11)-1/3]1, {n, 0, 10}]

o= {Fal se, False, False, False, False, False, False, False, False, False, False}



Kompleksiyhtalo

Siten ratkaisevaksi muodostuu nyt se, onko kummallakaan sekunttiviisarin ehdoista
2 . , 1
719s, = 5 + k tai 719s, = 5 + k

ratkaisua. Ekvivalentisti, onko millaan yhtaloista

1 n 2 . 2 n 1
79| =+ — | —=-=k tai 719 =4+ — | — = =k,
33 11 3 33 11 3
n=0,1,...,10 kokonaislukuratkaisua k?

Ei ole. Manuaalisestikin tarkistettavissa, mutta esim. Mathematicalla:

ni= Table[IntegerQ[719 (1/33+n/11)-2/3], {n, 0, 10}]
o= {Fal se, False, False, False, False, False, False, False, False, False, False}
nz= Table [IntegerQ[719 (2/33+n/11)-1/3]1, {n, 0, 10}]

o= {Fal se, False, False, False, False, False, False, False, False, False, False}

Osaatko tulkita miksi pienelld variaatiolla saadaan “ratkaisu”:

4= Table [IntegerQ[719 (2/33+n/11) -2/3], {n, 0, 10}]

ous= {Fal se, False, False, True, Fal se, False, False, False, False, False, False}



Gaussin alkuluvut 8

5. Alkuluku on positiivinen kokonaisluku, joka on suurempi kuin yksi ja jonka ainoat
tekijat ovat luku itse ja 1. Niitd on ddrettéman monta (miksi?):

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41, . ..

Ne ovat tavallaan atomeja, joista kaikki muut kokonaisluvut on tehty (joista taas
tehdaan osamaarilla rationaaliluvut, joista taas tehdaan raja-arvolla reaaliluvut, joista
taas tehddan imaginaariyksikolla kompleksiluvut).

Kompleksitason kokonaisluvut ovat lukuja z =n+ im, n,m € Z. Jos m =0 on
kompleksinen kokonaisluku tuttu reaalinen kokonaisluku. Kompleksisten
kokonaislukujen joukossa Gaussin alkuluvut ovat lukuja, joilla ei ole muita alkutekijéita
kuin 1 ja itsensd kompleksisen kertolaskun alaisuudessa. Siten esim. 2 + 2/ = 2(1 4+ /)
ei ole Gaussin alkuluku, mutta 1 + i on. Koska kompleksisten kokonaislukujen joukko
on paljon suurempi kuin reaalisten kokonaislukujen, eivat kaikki reaaliset alkuluvut ole
enaa Gaussin alkulukuja. Esimerkiksi reaalisista alkuluvuista

2=(1+i)(1—i), 5=Q2+i)2—i), 13=(3+2)(3—2i), 17=(4+i)(4—i),...

tulee kompleksitasossa jaollisia lukuja.

Myds Gaussin alkulukuja on d3rettéman monta. Toisin kuin reaalisilla alkuluvuilla,
niilld on symmetrioita ja siitd johtuen kaunis geometria. Niiden ominaisuudet ovat
kuitenkin viela haastavammat selvittaa kuin reaalisten alkulukujen.



Gaussin alkuluvut 9
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Vallihautaprobleema: Paaseeko origosta rajoitetuin hypyin darettomyyteen?



Kompleksitason alueet

Maaritelma

Kompleksitason joukko on avoin, jos sen jokaisella pisteella zy on
ymparilldadn kiekko {z| |z — zo| < €}, €0 > 0, joka myds kuuluu
Jjoukkoon. Avoimen joukon komplementti on suljettu. Joukko on
(polku)yhtenainen, jos jokainen pistepari on yhdistettivissa
toisiinsa kayralla, joka kulkee joukossa. Avoin ja yhtendinen joukko
on alue. Alue on yhdesti yhtenainen, jos jokainen suljettu kayra
voidaan siina jatkuvalla kuvauksella kutistaa pisteeksi.

Esimerkki: Avoin yksikkokiekko {z | |z] < 1},
sektori {z | ¢1 < Arg(z) < ¢2} ja ylempi

puolitaso {z |[Im(z) > 0} ovat alueita, jotka
ovat lisaksi yhdesti yhtendisia. Annulus %

{z |R1 < |z — 29| < Rz} on avoin ja yhtendinen

ja siten alue, mutta se ei ole yhdesti yhtenainen.




Kompleksitason kuvaukset

Maaritelma

Kompleksitason kuvaus alueessa D C C on siind maaritelty
kompleksiarvoinen funktio f : D — C. Sen koordinaattiesitys on

f(z) = u(x,y) +iv(x,y),

jossa u ja v ovat reaalisia D:ssa maaritelyja funktioita.
Kuvaus f on jatkuva pisteessa zy € D, jos patee

lim f(z) = f(z)

zZ—2Z)

kaikkia D:n polkuja z — zy pitkin. Funktio on jatkuva alueessa
D, jos se on jatkuva jokaisessa sen pisteessa.

Esimerkki: f(z) = z2 on kaikkialla kompleksitasossa maaritely funktio. Koska
22 = (x + iy)? = x2 — y? + i2xy, nihdiin, ettd u(x,y) = x> — y? ja v(x,y) = 2xy,

jotka ovat selvasti kaikkialla C:ssa maaritellyt ja jatkuvat, joten niin on myds f.



ompleksitaso vaukset

Abs(@?)

Re(@) Im(z%)

z*: itseisarvo, vaihekulma, reaali- ja imaginaariosat.



Kompleksitason kuvaukset

Maaritelma

Kompleksitason funktio on f on derivoituva pisteessa zy jos

Flzo) = tim (A= f@) _ - Flzo+42) = f(z)

z—z0 Z— 2 Az—0 Az

on olemassa kaikkia alueessa zy:aan kulkevia polkuja pitkin.

Esimerkkeja: 1. Jos edelleen f(z) = z2, saadaan helposti

vy o (z+AzZ2P—22 _
fl(z) = AIZIEO Q- Alz”l])O(zz + Az) = 2z.

2. Jos taas g(z) = Z, nahdidan, etta

g(z+Az)—g(z) _ [(x+Ax)—ily+Ay)] - (x—iy) _ Ax—ilAy

Az Ax + iAy T Ax+iAy’

Jos nyt ensin lahetetaan Ay — 0 ja sitten Ax — 0, saadaan raja-arvoksi 1, mutta jos
rajat otetaan kdanteisessa jarjestyksessd, saadaan erotusosamaarille raja-arvo -1.
Raja-arvo riippuu siis valitusta polusta, eikd g(z) siten ole derivoituva missaan.



Analyyttisyys

Maaritelma

Funktio on analyyttinen maarittelyalueensa pisteessa zy, jos silla
on derivaatta zy:ssa ja jossain sen avoimessa ymparistossa. Funktio
on analyyttinen alueessa D C C, jos se on analyyttinen jokaisessa
sen pisteessa. Koko C:ssa analyyttinen funktio on kokonainen.




Analyyttisyys

Maaritelma

Funktio on analyyttinen maarittelyalueensa pisteessa zy, jos silla
on derivaatta zy:ssa ja jossain sen avoimessa ymparistossa. Funktio
on analyyttinen alueessa D C C, jos se on analyyttinen jokaisessa
sen pisteessa. Koko C:ssa analyyttinen funktio on kokonainen.

Esimerkki: Monomit z™, m =0,1,2,... ovat kokonaisia, argumentti kuten edellisessa
esimerkissd. Koska erotusosamairan ottaminen on lineaarinen operaatio, seuraa tast3,
etta kaikki polynomit ovat kokonaisia. Funktiot z=™, m =1,2,3,... ovat analyyttisia

kaikkialla muualla paitsi origossa (jossa ne eivit ole edes jatkuvia).



Analyyttisyys

Maaritelma

Funktio on analyyttinen maarittelyalueensa pisteessa zy, jos silla
on derivaatta zy:ssa ja jossain sen avoimessa ymparistossa. Funktio
on analyyttinen alueessa D C C, jos se on analyyttinen jokaisessa
sen pisteessa. Koko C:ssa analyyttinen funktio on kokonainen.

Esimerkki: Monomit z™, m =0,1,2,... ovat kokonaisia, argumentti kuten edellisessa
esimerkissd. Koska erotusosamairan ottaminen on lineaarinen operaatio, seuraa tast3,
etta kaikki polynomit ovat kokonaisia. Funktiot z=™, m =1,2,3,... ovat analyyttisia

kaikkialla muualla paitsi origossa (jossa ne eivit ole edes jatkuvia).

Olkoon f(z) = u(x,y) + iv(x,y).
Polulla 1 antaa erotusosamaara
rajalla derivaatalle esityksen

Oou Ov

(1) f’(zo)za—i—/a . |




Cauchy-Riemannin yhtalot

Polulla 2 taas erotusosamaara johtaa kaavaan
(2) fl(z0) = — —i— .
y

Analyyttiselle funktiolle (1)&(2) ovat yhtapitavat joten saadaan

Lause
Kompleksifunktion f = u + iv reaali- ja imaginaariosat toteuttavat

kaikkialla analyyttisyysalueessa Cauchy-Riemannin yhtalot:
ou_ ov
ox Oy

du  Ov

and
Kaantaen, jos u:lla ja v:lla on jatkuvat osittaisderivaatat, jotka
toteuttavat yllaolevat yhtalot jossain alueessa D, on f = u + iv
analyyttinen D :ssa.




Analyyttisyys, tod. idea

Jos tulkitaan f : (x,y) — (u, v) R?:n derivoituvana kuvauksena, jonka ensimmiisen
kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, on sen Jacobin matriisi

T a B
y o (EE)-(5 )

hyvin maaritelty. Jalkimmainen esitys saadaan, kun merkitaan oo = % japg= g—;’ ja
oletetaan, ettd Cauchy-Riemannn yhtal6t ovat voimassa f:lle. Koska edelleen

a p X\ ax + By
-8 a y ) \ —Bxtay )’
nihdain, ettd Df:lla kertominen R2:ssa on tismilleen sama operaatio kuin

kompleksiluvulla oo — i3 kertominen C:ssa (vertaa kalvon 3 kaavaan).
Jos merkitdin Az = Ax + iAy, voidaan kirjoittaa (|| - || on R2:n pituus)

‘f(z—i-Az) —f(z)
Az
1

VAX2 + Ay?

kun Az — 0 eli analyyttisyys voidaan osoittaa nain reaaliargumentilla.

(a = iB)|

( u(x +Ax,y + Ay) — u(x,y) )fo( Ax >HH0

v(x + Ax,y + Ay) = v(x,y) Ay




Analyyttisyys

Derivaatan olemassaolosta on kompleksifunktiolle huomattavasti
kauaskantoisempia seurauksia, kuin reaalifunktiolle. Seuraavassa
vain pari esimerkkia:

Lause (Liouville)

Kokonainen funktio, jonka modulus on rajoitettu, on vakio.

(Todistukseen tarvitaan lisdteoraa, tdhan palataan kurssin lopulla.)

Jos f on analyyttinen alueessa D ja |f| on vakio, on f vakio D:ssa. I

Todistus: Yhtilo u? + v? = ¢, vakio, derivoituna antaa

2uuy + 2vvy = 0 ja 2uuy, + 2vv,, = 0, joista C-R-yhtalailla ja
kertomalla u:lla ja v:lla saadaan edelleen v?u, — uvu, =0 ja

uvuy + vZu, = 0. Niist3 yhteenlaskemalla (v + v?)uy = 0 ja

(u? + v?)u, = 0. Jos u? + v? =0, on asia selva. Jos taas

ux =0 = uy, ovat u ja v ja siten my0s f vakioita alueessa. QED




Harmonisuus

Osoittautuu, etta analyyttisen funktion f derivaatta on myos
analyyttinen (joten analyyttinen funktio derivoituu darettdman
monta kertaa). Siten myos funktioilla u ja v on kaikkien
kertalukujen osittaisderivaatat. Derivoimalla Cauchy-Riemannin
yhtalot ja summaamalla johdetut yhtalot saadaan

Lause

Analyyttisen funktion f = u + iv reaali- ja imaginaariosat ovat
harmonisia funktioita eli ne toteuttavat Laplacen
osittaisdifferentiaaliyhtalon:

82u 0%u Pv  9%v

Vu=Au= e 82 =0 ja Av= 82+8—y2:0.

Esimerkki: z2 = (x? — y?) + i2xy on kokonainen ja selvisti

A —y?)=24+(-2)=0 ja A(2xy)=0+0=0.




Analyyttisia funktioita ja niiden geometriaa

Tarkastellaan seuraavassa keskeisimpia kompleksitason kuvauksia
yksinkertaisemmista mutkikkaampiin geometriselta kannalta.

Esimerkkeja: 1. Kuvaus z — z + a on siirros kompleksitasossa vektorin a verran. On
selva, ettd se kuvaa esim. suorat ja ympyrat samoiksi kayriksi.

Kuvaus z — az, a € C koostuu kahdesta operaatiosta. Jos a = |a|(cos 6 + isin0) ja
z = r(cos ¢ + isin ¢), n3hdaan helposti trigonometrisilla identiteeteill3, ettd

az = |a|r[cos (¢ + 6) + isin (¢ + 0)].
Kuvaus on siis kierto kulman 0 verran (vastap&ivaan jos positiivinen, myotipaivaan jos

negatiivinen) yhdistettyna joko venytykseen (|a| > 1) tai supistukseen (|a| < 1).
Molemmat operaatiot sailyttavat suorat suorina ja ympyrat ympyroina. Formaalisti:

suoran yhtilé C:ssd on |z — a1| = |z — a2|, a1 # a». Jos siis w = az, saadaan
|w — aai| = |w — aaz|, suoran yhtdld. Samoin ympyra |z — a1| = r kuvautuu kayraksi
|w — aai| = |a|r eli ympyraksi.

Inversio on kuvaus z — z~!. Ensimmiiset havainnot siitd Esimerkissi 2:
yksikkdympyra kuvautuu itselleen. Tarkastellaan yleisesti ympyran |z — zp| = r
kuvautumista. Jos z = x + iy, zo = xo + iyo ja w = u + iv, saadaan kuvalle

() (e en) =
u? 4 v2 0 u? + v2 )=



Analyyttisia funktioita ja niiden geometriaa

josta edelleen
(u2 + v2) (r2 - yg) +2uxg —2vyp=1.

Tama on ympyra, paitsi jos xg + yg = r? jolloin jiljelld olevat osat antavat suoran
yhtalon. Siis ympyrat kuvautuvat ympyroille paitsi jos ympyra kulkee origon kautta,
jolloin se kuvautuu suoraksi.

Suora |z — a1| = |z — a2|, a1 # a» kuvautuu kayrille |% — al| = |% — az|. Jos

a; = p+iq ja ay = r + is, saadaan samanlaisen manipulaation kautta muoto

(u2 + v2) (p2 +q%—r? —52) +2u(r—p)+2v(g—s)=0.

Tama3 on origon kautta kulkeva ympyr3, paitsi jos p? + g2 = r? + s2, jolloin kuva on
origon kautta kulkeva suora.

2. Mobius-kuvaukset ovat tarkeitd kompleksitason funktioita. Ne ovat bilineaarisia
rationaalifunktioita, tasmallisemmin:

aztb_a lad—be . dec.
cz+d c c¢ccz+d

Oikeanpuolisessa esityksessa lauseke on hajoitettu osiin: siirtoihin, kiertoihin ja
inversioon. Koska suoran voidaan ajatella olevan ddrettoman kautta kulkeva ympyra,



Analyyttisia funktioita ja niiden geometriaa

voidaan edelld olevan perusteella summata, etta Mobius-kuvauksilla on kiintoisa
ominaisuus: ne kuvaavat kompleksitason yleistetyt ympyrat itselleen.

Lauseke ad — bc on kuvauksen determinantti: jos se haviaa, on kuvaus triviaali, vakio.
Helposti my6s nahdaan, etta

i(az—i—b)_ ad — bc
dz \cz+d) (cz+d)?

eli kuvaus on analyyttinen paitsi jos z = —d/c. Derivaatta haviaa jos ja vain jos
determinantti haviaa.

Moébius-kuvaukset, joiden determinantti ei havia, muodostavat suljetun joukon: niiden
kaanteiskuvaus on myds Mdobius, kuten on myds kompositio. Kertoimet lasketaan
katevasti vastaavuuden

az+b a b
= — M =
m(z) cz+d (C d)

avulla: kompositiolle saadaan

ayz+by
a (c§z+d2) + b _ _ (3132 + b1C2)Z + (31b2 <+ b1d2)

(m o me)() = .
+b:
a (Z;iﬂé) +di (a2c1 + c2dh)z + (b2cy + dida)




Analyyttisia funktioita ja niiden geometriaa

ja koska

Mlez(al bl)(az b2>:(3132+blc2 a1172-l-b1¢-‘/2)

a di @ d ac) +cdi bacy + dide

nahdaan, ettd kertoimet tasmaivat. Edelleen det (MyM,) = det (M) det (My) # 0,
koska M; ja My ovat ei-singulaareja.

Kun m(z) = w, niin

dw — b 1 —_
z=mY(w)= aw=e ja Mml=_—— _ d b .
—cw + a ad — bc —c a

Jos kuvauksen determinantti on arvoltaan 1, on vastaavuus identtinen, muuten

mukana on skaalaustekija ﬁ(’”)' Koska kuitenkin matriisin kertominen skalaarilla

tarkoittaa jokaisen alkion kertomista, voidaan Mobius-kuvausten yhteydessa rajoittua
vaatimalla yksinkertaisesti det (M) = 1.

Valinnoilla a = d = 1, b = ¢ = 0 saadaan identiteettikuvaus eli yksikkdelementti
mo(z) = z, joka vastaa yksikkématriisia, My = /. M&bius-kuvaukset muodostavat siis
ryhmaén, joka on isomorfinen (rakenneyhtaldinen) 2 x 2-matriisien ryhméan kanssa.



Rationaaliset lineaariset eli Mobius-kuvaukset

Lause

Mobius-kuvaukset m(z) = ijjtg, a,b,c,d e C, ad — bc #0
ovat analyyttisia funktioita kun z # —d/c, ne kuvaavat
kompleksitason itselleen ja erityisesti (yleistettyjen) ympyroiden
Jjoukon itselleen.

Mobius-kuvaukset muodostavat ei-vaihdannaisen ryhman joka on

yhteneva matriisiryhman GL(2,C)/((C\ {0})/) kanssa, jossa

GL(2,C):{<? Z)‘ad—bc#O} :

Yhtapitavasti, jos halutaan olla tekemisissa vain matriisien, joiden
determinantti on 1, kanssa, voidaan valita ryhma SL(2,C)/{%I},

jossa
a b
5L(2,C)_{( ° d)‘ad—bc_l} .




Mobius-kuvausten geometriaa

Vasemmalla: 1/z, koordinaattiakselien suuntaisten janojen kuvia.
Oikealla: %;//g, yksikkokiekon itsekuvaus. Punaiset ympyrat kuvautuu siniselle.

Tama on elementti perheessa, jonka kuvaukset ovat muotoa 11:220027

kaikki kuvaavat yksikkokiekon itselleen.

|z0] < 1; ne

Lisd3: www.youtube.com/watch?v=JX3VmDgiFnY



Eksponenttifunktio

Eksponenttifunktion yleistys kompleksiluvuille tehddan kaavalla (z = x + iy):
(%) e = e*(cosy + isiny) .

Reaalisella argumentilla (siis y = 0) tdma on reaalinen eksponenttifunktio. Heti
n3hdaan, ettd |e?| = €~ ja arg(e?) = y. Samoin voidaan tarkistaa, ettd

Cauchy-Riemannin yhtalot patevat kaikkialla C:ssa ja saadaan

d 7]
—e® = —[eX(cosy +isiny)] = e¥(cosy + isiny) = &%,
dz Ox

joten e” on aarettoman monta kertaa derivoituva ja kaikki derivaatat ovat samat.
Trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoista seuraa valittomasti, etta

ezl+22 — efle?2 |

Kun muuttuja z on puhtaasti imaginaarinen, erikoistuu (*) Eulerin kaavaksi
e” =cosy + isiny , jolloin myds kompleksiluvun eksponenttiesitys tulee
ymmarrettavaksi:

w = |wl|[cos(Arg(w)) + i sin(Arg(w))] = |w|eAEW)

Kun y on reaalinen, on e” yksikkdvektori ja koska reaalinen eksponettifunktio e* ei
koskaan havia, ei havid myodskadn kompleksinen: e? # 0,Vz € C.



Eksponenttifunktio

Ehka yllattavin seuraus maaritelmastd () on se, ettd kompleksinen eksponenttifunktio
on jaksollinen. Imaginaariakselin suuntaan patee

ez+i2n7‘r — ezei2n7r — ez, VnezZ.
Eksponenttifunktion jaksovy6 on alue {z | — 7 < ¥(z) < m}. Kun funktion arvot
tunnetaan sen pisteiss3, tunnetaan ne jaksollisuuden nojalla koko kompleksitasossa.

Jaksovyon vaakasuorat kuvautuvat origosta lahteviksi puoliaarettomiksi sateiksi ja
pystyjanat origokeskisiksi ympyréiksi.

Lause

Kompleksinen eksponenttifunktio
e =e*(cosy +isiny)

on kokonainen funktio, (e*)' = e, silld ei ole nollakohtia ja se on
Jjaksollinen toteuttaen kaavan e*+?™ = e?, Vz € C.

Esimerkki: Jos valittaisiin e¥(cos x + isin x), saataisiin jatkuva ja jaksollinen, mutta
ei-analyyttinen funktio. Cauchy-Riemann ei pade: % = —e’sinx # &’sinx = g—;.

Funktio ei myoskaan palautuisi reaaliargumentilla tuttuun reaaliseen tapaukseen.



Eksponenttifunktio

Re(e?): 3d- ja korkeuskayriesitykset.

Jalkimmainen (x, iy)-tasossa, isompi arvo on vaaleampi.



Trigonometriset funktiot kompleksitasossa

Eulerin kaavasta e = cos x + isin x ja sen konjugaatista voidaan vilittdmasti ratkaista

1_ (eix - e_ix) , x €R.

1/ . .
cosx = 5 (e’x + e_’x) ja sinx = —
i

Jos nyt maaritelladn kompleksiargumentille z = x + iy

(1) cosz = % (eiz + ef'-z) ja sinz= % (eiz — e*"z) ,

niin tiedetdan, ettd yleistys antaa reaalisena tapauksena tutut trigonometriset funktiot.
Samoin eksponenttifunktion analyyttisyys periytyy sinille ja kosinille. Koska edelleen

1 . . 1 . .
cosz = — (e_y""x + ey_'x) ja sinz=— (e_Y+’X — ey_’X)
2 2i
saadaan Eulerilla
1, L. ..
cosz = (e7¥(cosx + isinx) + €”(cos x — isinx))

2

1 1
= cosxi(e—l— e V) — isinxi(ey — e V) =cosxcoshy — isinxsinhy

sinz=...=sinxcoshy + icosxsinhy .



Trigonometriset ja hyperboliset funktiot

Edelld hyperboliset funktiot olivat tuttuja reaalisia, mutta nekin yleistyvat luontevasti
kompleksiargumentille:

1 1
3) coshz = E(eZ +e7%) ja sinhz= E(eZ —e?).

Loput maaritellaan tutuilla kaavoilla

sin z cosz sinh z cosh z
tanz= ——, cotz= ——,... tanhz = , cothz =
cos z sinz cosh z

sinhz’ "’

Edelldolevien maaritelmien luonnollisuus ilmentyy my®ds siind, ettd funktioiden
“alkuperdiset” jaksot, parillisuus/parittomuus, yhteenlaskukaavat, derivaatat jne.
sailyvat. sin ja cos ovat 2m-jaksollisia, edellinen pariton, jalkimmainen parillinen, tan
pariton, m-jaksollinen. Edelleen

d . d . d 1
—SInz =co0sz, — COSzZz= —sInz, —tanzzizl..
dz dz dz cos z

Huomaa, ettd sinh ja cosh, jotka eivat ole reaalisina jaksollisia, perivat C:ssa uuden
akselin suuntaan jakson 27 eksponenttifunktiolta.



Trigonometriset ja hyperboliset funktiot

Lause

Kompleksitason trigonometriset funktiot sin ja cos maaritellaan
eksponenttifunktion avulla kidyttien kaavoja (1) tai ekvivalentisti
kaavoilla (2). Ne ovat 2w-jaksollisia kokonaisia funktioita. Muut
trigonometriset funktiot maaritellaan osamaarina ja ne ovat
analyyttisia muualla paitsi nimittajan nollakohdissa.

Hyperboliset funktiot sinh ja cosh laajennetaan kompleksitasoon
palauttamalla ne eksponettifunktioon kuten ennenkin (3). Ne ovat
Jjaksollisia, kokonaisia funktioita.

Viimeistaan tassa vaiheessa lienee selvaa, etta kompleksitaso on
luonnollinen ymparisto funktioille: reaalisessa tapauksessa erillisina
maaritellyt ja omine laskusaantdineen toimivat funktot exp, sin,
cos, sinh, cosh jne. osoittautuvat kaikki olevan “samaa juurta”,
eksponenttifunktion jalkelaisia!



sin z kompleksitasossa

abs(sin(%i*y+x))

sin z: itseisarvo ja argumentti.



Logaritmi kompleksitasossa

Luonnollinen logaritmi on eksponenttifunktion kaanteisfunktio eli ratkaisu w(z)
yhtildlle e = z. Olkoon w = u + iv ja z = |z|e@&(2). Silloin

eV — eu+iv — eueiv —z= |z|eiarg(z) ,
josta identifioidaan e = |z| ja v = Arg(z) + n2m. Siten on maériteltava
(1) Inz =In|z| 4+ i(Arg(z) + m2x), m € Z.

Logaritmi on siis darettéman monikasitteinen funktio. Tama on vaistamaton seuraus
siitd, ettd kompleksinen eksponenttifunktio on jaksollinen imaginaariakselin suuntaan.
Yl olevassa esityksessa (1) kaytetdan siis argumentin padarvoa, —m < Arg(z) < 7.
Jos logaritmille kdytetdaan vain paihaaraa, on silloin tehty ns. haaraleikkaus pitkin
negatiivista reaaliakselia, jonka yli argumentilla on i27 suuruinen hyppays (ja toisinaan
kdytetaan poikkeavaa merkintaa, esim. Ln(z) = In|z| + iArg(z).

Koska arg(z1z>) = arg(z1) + arg(z2), saadaan reaalisen logarimin hyddyllinen
laskusdanté myos kompleksitasoon:

In(zizz) =Inz1 +1nz .

ja analoginen tulos osamaaralle. Edelleen
dl o 1o}
N2 _ 9 nyx2 +y2+i—Arg(z)
dz Ox Ox
X , 1 y X — iy 1
= + R A . A—
X2+ y2 '1+y2/x2( Xz)

Tx24y2 Tz



Logaritmi ja yleinen potenssi

Siten padhaarallaan (argumentti pa3arvossa) logaritmi on analyyttinen, paitsi tietenkin
origossa, jossa se ei ole edes jatkuva.



Logaritmi ja yleinen potenssi

Siten padhaarallaan (argumentti pa3arvossa) logaritmi on analyyttinen, paitsi tietenkin
origossa, jossa se ei ole edes jatkuva.

Potenssifunktio voidaan voidaan palauttaa eksponenttifunktioon ja logaritmiin

(z #0):
(2) zc:(elru)c:eclnz7 CEC,

joka on yleisesti monikasitteinen. Jos kuitenkin rajoitutaan logaritmin padarvoon, on
se yksikasitteinen. Erityisesti huomataan, ettd jos ¢ = n, nollasta eroava kokonaisluku,

patee
e" Inz e" In |z|+inArg(z)+inm27 e" In |z|+inArg(z)
- - )

joka on yksikasitteinen, kuten jo aiemmasta tiedetaan.
Jos kyseessd on n's juuri, c =1/n, n=2,3,... saadaan

1
n

1 i1 m
z :ezln\z\+l(;Arg(z)+727r)’ m:0,1,2,...,n—1,

eli n erillista juurta, sama argumentti ja tasavaliset vaihekulmat, kuten pitadkin. Myds
yleiselle rationaaliselle potenssille ¢ = ni/n2, n1 ja na kokonaislukuja, joilla ei ole
yhteista tekijaa, saadaan samalla argumentilla darellinen maara juuria. Jos c on
irrationaalinen, juuria on 3areton maara.

Palautuskaavalla voidaan tietenkin laskea myds kompleksisia potensseja. Vaikkapa

T _

y S . _
= e In(i) — el(ln|l|+l( 5 +n2m)) _ e % n27r’ nez,

kaikki reaalilukuja!



Logaritmi ja yleinen potenssi

Logaritmi mielivaltaiseen positiiviseen kantalukuun palautetaan luonnolliseen
logaritmiin tutulla kaavalla log, z = Inz/In k ja yleinen eksponenttifunktio

e-kantaiseen kaavalla a? = e?In2,

Summataan:

Lause

Kompleksinen logaritmi, In z, eksponenttifunktion
kaanteisfunktio, joka maaritelldin kaavalla (1), on darettéman
monikasitteinen funktio. Paahaarallaan se on yksikasitteinen ja
analyyttinen origon komplementissa.

Yleinen potenssi, z¢ palautetaan eksponentti- ja
logaritmifunktioihin kaavalla (2). Se on yleisesti darettéman
monikasitteinen funktio, paitsi rationaaliselle eksponentille.
Jalkimmaisessa tapauksessa funktio on paahaarassaan analyyttinen
paitsi mahdollisesti origossa.




Monikasitteisyys

Ohessa hahmotus logaritmin

w=Inz=u+iv
=In|z| + i(Arg(z) + n27), z #0

monikasitteisyydesta. Korkkiruuvi
on aareton, ohessa esitetty vain
kolmea jaksoa siitd, n =10,1 ja 2
(ja kuvassa on sylinterirajaus, pinta
Jjatkuu yli koko C-tason). Jokaisen
kompleksitason pisteen (x, iy) yla-
ja alapuolella on aareton maara
mahdollisia v:n arvoja.

Funktio z3 I3hettd3 kolme pistetta
(z # 0) jokaiseen kuvapisteeseen.

Jos piirretyn pinnan ylin ja alin Oleellisinta talldin on kuitenkin se,
leikkaus ajatellaan olevan samat ettd kuutiojuuren kayttaytyminen
(siis yhteenliimatut ja pinta on vain selkeytyy: se ei enda ole
kolmikerroksinen), voidaan ajatella monikasitteinen, vaan siita tulee
naiden kolmen pisteen olevan “oikea funktio”, yksikasitteinen
erotellut eri lehdilld ja kuvaus ei ole kuvaus. Konstruktio on perustava

endi 3-1, vaan 1-1 (injektio). Riemannin pintojen rakentelussa.



Konformisuus

Maaritelma

Kompleksitason kuvaus on konforminen, jos sen alaisuudessa

sailyvat seka kulmat, etta niiden orientaatio (kulman oikea reuna
on kuvassakin oikealla).

Konfomikuvaukset ovat siis tason ortogonaalisia kuvauksia ja
lisaksi niiden determinantti on 1 (orientaationsailyttavyys).
Etsitaan nyt kriteeri talle ominaisuudelle kompleksitason funktioille.

Olkoon z(t) = x(t) + iy(t) parametrisoitu, siled
tasokdyra analyyttisen funktion w = f(z)
mairittelyalueessa. Silloin z(tp) on kayran
kulmakerroin pisteessd zg = z(tp). Edelleen

dw _ df dz

. e ss dw . c"‘
ketjusaanndlla G = - &, joten

arg(w(ty)) = arg(f'(20)) + arg(2(to)) ,

jos argumentti on hyvin maaritelty eli

f'(z0) # 0.

Olkoot C; ja G sileitd kayria ja zp niiden

C1



Konformisuus

leikkauspiste. Kun zy:n ymparisto kuvataan w-tasoon, kiertyvat kayrien tangentit

saman kulman f/(z) verran kuvapisteen f(zg) ymparistossa.

Analyyttinen funktio on konforminen, jos sen derivaatta ei havia.

Huomaan, etta viivaelementit kayria C; pitkin zp:n ymparistossa
skaalautuvat kuvassa saman tekijan, |f’(z)|:n, verran. Siten
konformisen kuvauksen alaisuudessa myos muoto sailyy lokaalisti.

Seuraavassa konformisuuden kenties tarkein seuraus, arvokas
ominaisuus esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtaloita ratkaistaessa
(todistus 16ytyy mm. Kreyszigista).

Seurauslause

Analyyttinen, injektiivinen funktio sailyttaa harmonisuuden.




Konformisuus

Kalvolla 15 mé&ariteltiin analyyttisen funktion linearisonti, Jacobin matriisi. Sille patee

u u (3 el
Df—(gé §£>—(°‘ 5):@ VeZi Veris
o e VR Ve
_ cos ¢ sin ¢ o 5 3
=+Va? 4 g2 =va2 + B2K(s) ,

—sing cos¢

jollekin ¢ € (—m, 7). Matriisi K(¢) on kierto tasossa kulman ¢ verran (vastapiivdan
jos ¢ > 0, muuten mydtapaivaan). Tekija \/a? + 32 = |f/| > 0 skaalaa vektorin
pituutta ja se havida tdsmalleen silloin, kun f ei ole konforminen. Kierto tietenkin
sailyttda kahden siledn kdyran leikkauskulman, joka on konformisen kuvauksen avain.
My@&s orientaatio sdilyy: det K(¢) = 1. Analyyttiset funktiot ovat siis lokaalisti
ortogonaalisia kuvauksia yhdistettyna yksinkertaiseen skaalaukseen.

(Vasta)esimerkki: Jos g(z) =z = x — iy, niin

1 0

jolle det (Dg) = —1. Tama3 kertoo sen, ettd kuvauksessa g (joka on geometrisesti
peilaus) katisyys vaihtuu, eikd kyseess3 siis voi olla analyyttinen kuvaus.



Konformisuus

Esimerkkeja: Monomin z", n=2,3,4, ... derivaatta nz"~! hiviii origossa. Jos
siledn kdyran tangentin suuntakulma on origossa « on sen kuvan argumentti na, joten
kuvaus ei ole konforminen origossa.

az+b
cz+d
konformisia koko tasossa, koska w'(z) =

luonnollisella ei-triviaalisuusehdolla ad — bc # 0 ovat
ad—bc
(cz+d)?
valittomasti sen, miksi vasemman kalvon 24 kayrat ovat kohtisuorassa: ne ovat
kohtisuorien koordinaattiviivojen kuvia funktion w = 1/z alaisuudessa.

Mébius-kuvaukset w(z) =
. Huomaa, etta tama3 selittaa

Eksponenttifunktiolla ei ole nollakohtia kompleksitasossa silla |e?| = ¥, eika reaalinen
eksponettifunktio havid. Koska lisdksi eksponenttifunktio on itsens3 derivaatta, on se
siten konformikuvaus koko tasossa.

Jaksovyon —m < §(z) < 7 vaakaviivat kuvautuvat origosta |3hteviksi sateiksi ja
pystyviivat origokeskisiksi ympyroiksi. z-tason koordinaattikayraparvet ovat
ortogonaaliset, joten sita ovat kuvaparvetkin.

Logaritmin konformisuusominaisuudet seuraavat edellisesta, kun pidetdan mielessa
singulariteetti origossa.

Sini ja kosini maariteltiin

{ sin z =sin x cosh y + i cos x sinh y

cos z = cos x cosh y — isin xsinh y

ja ne ovat kokonaisia funktioita. Sinin derivaatan cos z nollakohtia ovat z = £7,



Konformisuus

joissa sinifunktio ei siis ole konforminen. Helposti nihddan ettd vili -5 <x < %
kuvautuu janalle —1 < u < 1. Edelleen, kun merkitdan u = R(sinz) = sin xcosh y ja
v = G(sin z) = cos x sinh y, voidaan ratkaista

u? v2 . u? v2

— 4+ ——— =1 ja - ——=1.
cosh?y  sinh?y J sin2x  cos? x

Edellinen on ellipsiparvi, puoliakselit cosh y (pidempi) ja sinhy ja polttopisteet +1.
Jalkimmainen on hyperbeliparvi, jonka haarat aukeavat vasemmalle ja oikealle. Koska
edellisen kdyraparven parametrisoivat z-tason pystysuorat ja jalkimmaisen vaakasuorat,
pitdd ndiden ortogonaalisten kayraparvien kuvien olla konformisessa kuvauksessa
ortogonaaliset. Siten ellipsi- ja hyperbeliparvet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Konformisuuden menetetys pisteissd =7 johtaa siihen, ettd suorat x = £ 7
kuvautuvat puolisuorille {u < —1, v =0} ja {u > 1, v = 0} (ndmé saadaan
hyperbeliparven rajana kun x | —7% ja x 1 7).

Kosinin kuvausominaisuudet palautuvat edelliseen, kun muistetaan, ettd patee

cosz = sin (z+ g) .



