Kompleksitermiset jonot ja Sa rjat Aalto MS-C1300, 2015, v1.1, Kari Eloranta

Tutkitaan kompleksitermisten jonojen ja sarjojen ominaisuuksia.
Paatavoite on kompleksifunktioiden sarjakehitelmien ymmarrys.

Maaritelma

Kompleksilukujono {z}3° , suppenee (konvergoi) kohti rajaa z*
Jos jokaiselle ¢ > 0 on olemassa ko siten, etta kaikille k > ko patee
|zx — z*| < e. Jono, joka ei suppene, hajaantuu (divergoi).

Sarja Y. zk suppenee/hajaantuu, jos osasummien

Sn =Y r_o Zk jono suppenee/hajaantuu ylldolevassa mielessa. Jos
sarja >~ |zk| suppenee, sanotaan, ettd alkuperdinen sarja
suppenee itseisesti (absoluuttisesti).

V.

Jono suppenee joss sen reaali- ja imaginaariosat suppenevat. I

Maaritelma

Piste z* on jonon kasaantumispiste, jos jokaiselle ¢ > 0 patee
|z — z*| < € dadrettéman monelle indeksin k arvolle.




Jonot ja sarjat 2

Lause (Bolzano-Weierstrass)

Rajoitetulla aarettomalla jonolla on ainakin yksi kasaantumispiste.

Lause (Cauchyn suppenemiskriteeri)

Jono {zx} suppenee joss jokaiselle ¢ > 0 on olemassa N(¢) siten,
ettd |z, — zm| < € kun min{n, m} > N.

Lause

| A\

Jos sarja Yo" zi suppenee, niin valttimattd z, — 0. Siten jos jono
{zx} ei suppene nollaan, sarja vaistamatta hajaantuu. Jos zy — 0
niin siita ei valttamatta seuraa sarjan " zi suppeneminen.

Todistukset esim. Kreyszigissa.



Konvergenssikriteereja 3

Lause (Vertailutesti)

Jos kompleksitermiselle sarjalle )" z 16ytyy reaaliterminen
suppeneva sarja y o rx ja patee |zc| < re, Yk suppenee
kompleksiterminen sarja absoluuttisesti.

Esimerkki: Tarkastellaan kompleksista geometrista sarjaa » 2, zK. Jos q = lz| > 1,

eivat termit lahesty nollaa, joten sarja hajaantuu.

Jos g < 1, niin kompleksisen sarjan suppenevuus palautuu reaalisen sarjan > 72, gk

suppenevuuteen, joka on tunnettu. Jos maaritelldan S, = 3 ), zk, pitee

Sp+1 = 1+ zS,, joten summan raja-arvon S* on toteutettava yhtélé S* = 1 4 zS§*,
1

josta edelleen S* = ;= . Siten ainakin avoimessa yksikkdympyréssa patee

sarjakehitelma

1 K
1—2_22 '

k

oo
=0

Mieti, mita summalle tapahtuu yksikkdympyralla, kun z on riittdvan yksinkertainen,
esimerkiksi yksikkojuuri.



Konvergenssikriteereja

Lause (Suhdetesti)

Jos jonon {z,} termit ovat nollasta eroavia ja patee

’Zk+1 ’ Ny
Z ’

niin sarja y o z suppenee itseisesti, jos L < 1 ja hajaantuu, jos
L > 1. Jos L =1, ei testi anna tulosta.
Hieman yleisesmmin, jos on olemassa q < 1, ko ja jokaiselle k > ko

patee k“’ < g, niin sarja suppenee itseisesti. Samoin jos

Zk+1

asymptoottisesti patee > 1, niin sarja hajaantuu.

. . o (1+)K -
Esimerkkeja: 1. Sarja 372, =77~ suppenee, silld
2
Zk+1 V2 =0
Zy k +1

eli L = 0 toimii suhdetestissa (tai mielivaltainen 0 < q < 1).



Konvergenssikriteereja 5

Jos ylla olevassa testissa L = 1, voi sarja olla joko suppeneva tai hajaantuva - asia on
tutkittava muilla keinoin. Esimerkiksi harmoniselle sarjalle

]38
-

x
Il

1

patee S, & In(n+ 1) — oo eli sarja hajaantuu (reaalisella) integraalitestilla.

2. Samalla testilla muutkin reaaliset p-sarjat > 7° kip, p > 1 (joille kaikille L = 1)
voidaan osoittaa suppeneviksi. Tasta seuraa valittomasti se hyddyllinen toisiasia, etta
sarja

x

NE
S5k

x
Il
-

on suppeneva yksikkdympyrassa (edellinen testi).



Konvergenssikriteereja 5

Jos ylla olevassa testissa L = 1, voi sarja olla joko suppeneva tai hajaantuva - asia on
tutkittava muilla keinoin. Esimerkiksi harmoniselle sarjalle

x
Il

]38
-

1

patee S, & In(n+ 1) — oo eli sarja hajaantuu (reaalisella) integraalitestilla.

2. Samalla testilla muutkin reaaliset p-sarjat > 7° kip, p > 1 (joille kaikille L = 1)
voidaan osoittaa suppeneviksi. Tasta seuraa valittomasti se hyddyllinen toisiasia, etta
sarja

x

x
Il
-

NE
S5k

on suppeneva yksikkdympyrassa (edellinen testi).

Lause (Juuritesti)

Jos {/|zx| — L, niin sarja y_ z\ suppenee itseisesti, jos L <1 ja
hajaantuu, jos L > 1.




Potenssisarjat 6

Lause (Abel)

Jos potenssisarja Y 2 ck(z — a)k, z,a,cx € C,Vk suppenee kun
z = zp, suppenee se itseisesti joukossa {z| |z — a| < |zo — a|}. Jos
sarja hajaantuu zy:ssa hajaantuu se kaikilla |z — a| > |zp — al.

Tod.: Koska sarja suppenee z:ssi, patee cx(zg — a)k — 0. Siten
on olemassa M < oo siten ettd |cx(zp — a)k| < M, Vk. Niinpa

k k
B [ z—a z—a
_ — _ <M
lek(z — a)| ck(z0 — a) (Zo — a) < 22
JOten Zk 0 ‘Ck(z - a) | < MZk 0 zzo aa - Koska Zp—a <1

suppenee sarja vertailutestin nojalla (geometriseen sarjaan).

Jos sarja suppenisi jollain z; siten, ettd |z; — a| > |zp — a|, niin
edellisen nojalla sarja suppenisi kaikilla |z — a| < |z; — a] eli
erityisesti zp:ssa, ristiriita. QED



Potenssisarjat 7

Maaritelma

Jos potenssisarja > ¢ ck(z — a)k suppenee, kun |z — a| < R,
mutta hajaantuu, kun |z — a| > R, on R sarjan suppenevuussade.

Selvasti R > 0. Jos R = 0, suppenee sarja vain pisteessa a, sarjan
kehityskeskipisteessa.

Lause (Cauchy-Hadamardin kaava)

Jos {{/|cn|}§° suppenee rajaan L, pitee R =1/L. Jos L = oo,
suppenee sarja vain sarjan kehityskeskipisteessa.

Tod., idea: Jos {/|c,| — L # 0, patee

Vien(z—a)"| = |z —a|/|cn| = |z —a|L .

Siten juuritestin nojalla sarja suppenee kun |z — a|L <1 ja
hajaantuu kun |z — a|L > 1, joista véite seuraa.
(Kriteeria voidaan hieman terdvoittaa, katso esim. Kreyszig.)



Potenssisarjat 8

Toisaalta voidaan huomata, ettd Suhdetestissa

Coy1(z —a)"*!

cn(z — a)"

Zn4+1 Cn+1

Zn

|z —a| —» L*|z— a|.
n

Siten L(5) = [*|z — al, josta voidaan paitell3 toinen tapa laskea
suppenemisympyran sade:

Cn

R=1o=Jim

Cn+1

Summa summarum, potenssisarjalle >~°°  cy(z — a)" patee:

m Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee itseisesti, kun |z —a] < R
ja hajaantuu, kun |z —a| > R.

m Jos R = o0, niin sarja suppenee itseisesti koko C:ssa ja

m jos R = 0, niin sarja suppenee vain kehityskeskipisteessa a.



Potenssisarjat 9

Uusien potenssisarjojen muodostamiseksi jo tunnetuista, on
hyodyllista tietaa, ettd konvergoivat potenssisarjat voidaan
summata termeittdin yhteen (helppo todistus osasummia
tarkastelemalla).

Jos madritellaan sarjojen S>30 akzX ja Y°°_ bnz™ Cauchy-tulo

5 (S i)

n=0 \k=0

voidaan todistaa

Kahden potenssisarjan Cauchy-tulo suppenee itseisesti molempien
sarjojen suppenevuusympyroiden leikkauksessa. Jos sarjojen
summia merkitadn g(z) ja h(z), on Cauchy-tulo funktio g(z)h(z).




Potenssisarjat

Esimerkki: Tiedetdan, etta yksikkdympyrassa patee 1le =31 zk. Jos sarja
kerrotaan itselldan, on Cauchy-tulon konvoluutiokertoimet helppo laskea:
> keol-1=n+1, joten

oo

1 \2
<1 ) =E (n+1)z"=1+2z+322+423+ ...
—z
n=0

joka siis suppenee niinikaan yksikkdympyrassa.

Huomaa, etta ylla vasen puoli on % (

sarja termeittdin derivoituna. Yleisemmin, jos tarkastellaan sarjoja > 72 cnz" ja
> oneo(n+1)caz", Juuritesti sovellettuna jalkimmaiseen antaa

{/(n+ 1L)en| = ¥/n+ 1/]ca|. Koska {/(n+1) — 1, ndhdain, ettd molemmille
sarjoille kriteeri antaa saman rajan L, ergo saman suppenemissiteen R = .
Integroidun sarjan kertoimet ovat muotoa nc_”l ja sama argumentti toimii. Siten on
osoitettu ensimmainen puolisko seuraavasta

1
1-z

) ja toisaalta oikea puoli on alkuperdinen

Termeittain derivoidun tai integroidun sarjan suppenemissade on
sama kuin alkuperaisen. Potenssisarja, jolla on positiivinen
suppenemissade, on analyyttinen funktio suppenemisympyrassa.




Taylorin ja Maclaurinin sarjat

Edellisen lauseen todistus ei ole kovinkaan vaikea (esim. Kr.).
Kiinnostavampaa on se, etta se itse asiassa taydentyy: jokaisella
analyyttisella funktiolla on suppeneva potenssisarja. Osoittautuu,
etta reaalinen teoria yleistyy ja saadaan

Lause (Taylorin lause)

Olkoon f analyyttinen alueessa D. Jos a € D, on olemassa
yksikasitteinen potenssisarja kehityskeskuksena a:

° £(n)
f(z):Zb,,(z—a)", Jossa bn:#, n=0,1,2,...
n=0 ’

Sarja suppenee D:n suurimmassa a-keskisessa ympyrassa.
Edelleen pétee |by| < M. jossa M = Max;| |z—aj=r} | (2)]-

Todistus edellyttaa kompleksi-integrointia ja siihen palataan.
Jos a =0, on kyseessa f:n Maclaurinin sarja.



Potenssisarjat

Analyyttiselle funktiolle on siis aina olemassa suppeneva
potenssisarja. Reaalifunktiolla, vaikka se olisi aarettoman monta
kertaa derivoituva, ei valttamatta ole ole olemassa suppenevaa
sarjakehitelmaa.

Piste, jossa analyyttinen funktio lakkaa
olemasta analyyttinen on erikois- eli
singulaaripiste. Yleinen periaate on,
etta suppenemisympyra ulottuu
kehityskeskipisteesta a lahimpaan
erikoispisteeseen s saakka. Kuitenkin jos s
kehityskeskipistettd muutetaan (kuvassa
a — b), voidaan funktion uusi kehitelma
usein saada suppenemaan alkuperaisen
ympyran ulkopuolella. Tata menettelya
kutsutaan analyyttiseksi jatkamiseksi.



Potenssisarjat

Esimerkkeja: 1. Geometrinen sarja 3 >°,z", |z| < 1 suppenee funktioon %Z, jonka
Maclaurinin sarja se siis yk5|ka5|tte|syyden nOJaIIa on. Funktiolla on singulariteetti
arvolla z = 1, joten suppenemisympyrédn on rajoituttava siihen.

2. Eksponenttifunktio on itsensi derivaatta, joten (; ) (0)=1, n=0,1,2,.

koko kompleksitasossa suppeneneva Maclaurinin sarja saadaan helposti:

n

r'JN

I
NE
3N

Il
<)

n

Huomataan erityisesti, ettd puhtaasti imaginaariselle argumentille saadaan summan
reaali- ja imaginaariosat erotellen

2k+1

(%) 'y—z( 1)k(2k), Z(f )k(zkﬂ).-

Toisaalta
d2k+1 B d2k P
(d T smz) 0) =(-1)%, ja (@cosz) 0)=(-1)"k=0,1,2,...,
muuten evaluaatiot nollia, joten ndhdaan, ettd (x) on Eulerin kaava:

e¥ =cosy +isiny .



Potenssisarjat

3. Koska % In(l—2z)=

2 3
|n(1—z):—<z+%+%+...), lz| < 1.

Jos sijoitetaan z — —z, saadaan tasta > 2, (—1)"" lz , funktion In (1 + z)
Maclaurinin sarja. Edelleen, sijoittamalla z+1 — z paadytaan esitykseen

Inz— i(—n"*l@ ,

n=1
joka on logaritmin Taylorin sarja kehityskeskipisteena a = 1 ja suppenemissateena 1.

4. Tunnettua sarjakehitelmaa voidaan hyodyntaa monin tavoin. Jos tiedetaan, etta

d% arctanz = ﬁ (funktion ja kaidnteisfunktion derivaattojen esitykset ovat

. A1y — 1 G
reaalitapauksesta tutussa suhteessa: - (f71)(z) = m), saadaan sijoittamalla

(
geometriseen sarjaan z — —z2 ja integroimalla:
0 2n+
arctanz = —1)" z| < 1.
SC1a

n=0

Arctan on moniarvoinen funktio, tdssa sen paihaaran esitys.



129 Arg(1/(1-2°)

‘ L |ja Arg( 1 ) kiekossa |z| < 0.95.

1-2° 1-2°
Yksinkertaiset navat viidensissa yksikkojuurissa.




Laurent-sarjat

Funktio voidaan kehittaa sarjaksi useilla eri tavoin. Esimerkiksi

1 1 1 3 32 1 3 9
=2 o= (1+Z+5+ |=2+S+5+,
> zZ zZ V4

joka suppenee kun |2 < L eli |z| > 3.

Jotta voidaan kasitelld funktioita, joilla on erilaisia singulariteetteja
kompleksitasossa, yleistetaan sarjakehitelmat seuraavasti

Maaritelma (Laurent-sarja)

Jos funktiolle on olemassa jossain alueessa suppeneva sarja

oo

f(z)= Z cn(z —a)", ¢, € C,

n=—oo

sanotaan sen olevan f:n Laurent-sarja kehityskeskipisteena a.




Laurent-sarjat

Sarjan suppenemiseen vaikuttaa kaksi
tekijaa: (i) ei-negatiivisten potenssien
summautuminen jossain kiekossa

. - ae 1 .
|z — a| < R> ja toisaalta (i) ;=5:n
potenssien muodostaman “vasemman
hannan” suppeneminen, kun |Z < R1
Jos Ry < Ry, saadaan Laurent-sarjan

suppenemisalueeksi rengas (annulus).

Esimerkkeja: 1. Funktion f(z) =

geometrisen sarjan avulla:

1
22(z+1)

1 1
A e e R

1
—(1—z+22—z3+-~-

R2

Laurent-kehitelma origossa I0ytyy

1 1
):—2—7+1—z+z —
Z

joka suppenee punkteeratussa kiekossa {z | 0 < |z| < 1}. Jos valitaan a = —1,



Laurent-sarjat

voidaan kehittda seuraavasti:

f(z):ziltl—(zlﬂ)]z :zil (1+2z+1)+3(+1)°+-)

1
=——— 4+ 2+43(z+1)+4(z+1)* +
z+1

T&ama suppenee punkteeratussa kiekossa {z | 0 < |z + 1| < 1}.

2. Tarkastellaan funktiota g(z) = el/Z. Kaikkialla tasossa suppenevasta e?:n
Maclaurinin kehitelmasta saadaan esitys

1 1 1 1
g(Z)— + - +2|72+ﬁ+ )

joka on siis g:n punkteeratussa tasossa {z | z # 0} suppeneva Laurent-sarja.

3. Jos on annettuna esimerkiksi h(z) = z el/z saattaa olla mielenkiintoa kehittaa
my®0s pisteen z = oo suhteen. Asetetaan w = E’ silloin kehityskeskuksena wy = 0:

1 w2 wi 1 1 1 1 w
h(Z)—h(;)—(—)(1+w+§+§+ )—m+—+m+3l+ oy

joka suppenee punkteeratussa tasossa {w | w # 0}.



Erikoispisteet

Maaritelma
Olkoon funktiolle f:lla suppeneva Laurent-kehitelma

B T W o DAY’
f(z)—(z_a)n—i- +z_a+kz_ock(z a), cp,#0.

Jos n =0, on f analyyttinen suppenemisalueessa. Jos n > 0, on
silla n:nen asteen napa a:ssa. Jos n = 1, on kyseessa
yksinkertainen napa. Jos n = oo on kyseessa oleellinen
singulariteetti.

Esimerkkeja: 1. Polynomeilla, kuten ei milladn muullakaan kokonaisella funktiolla ole
erikoispisteitd. Polynomien osamairat eli rationaalifunktiot, ovat analyyttisia muualla,
paitsi nimittdjan nollakohdissa. Jos

R(Z): g(i) _ (Z_ZO)(Z_ZI)“'(Z—Zk)

(2) (z—z)z—2) - (z—2m)’

on funktiolla navat pisteissa {Z;}{" ja ndiden kertaluvut maardavat navan asteen.



Erikoispisteet

Rationaalifunktiot ovat esimerkkeja meromorfisista funktioista. Muita sellaisia ovat
esimerkiksi ei-kokonaiset trigonometriset funktiot kuten tan z, joilla on yksinkertainen
napa jokaisessa pisteessa 7 + ikm eli cos z nollakohdissa.

2. Edellad olevan Esimerkin 2. jatkoa... funktion g(z) = el/Z Laurent-sarjaesityksen
perusteella funktiolla zXel/Z on origossa napa jokaisella k =1,2,3... Siten g:lla on
“d3rettoman kertaluvun napa” origossa eli oleellinen singulariteetti.

Funktio el/Z kiyttaytyy origon liheisyydessa hyvin villisti. Yhtilon el/Z = a # 0
ratkaisujoukko on

1
{zk’ = = Ln(a) + i2km, k € z}
Zy

Siten kun |k| — oo nahdaan, ettd zx — O eli origon jokaisessa ymparistdssa on

daretdn maara yhtalon ratkaisuja. Tama on itse asiassa tyypillinen tilanne:

Lause (Picard)

Oleellisen singulariteetin ymparistossa funktio saa kaikki
kompleksilukuarvot mahdollisesti yhta lukuunottamatta
aarettoman monta kertaa.

Huomaa, ettd Esimerkin 2 kohdalla tiedamme my6s poikkeusarvon: 0.



Erikoispisteet ja residyt

Jatkossa erityisen oleelliseksi osoittautuu Laurent-kehitelman
kerroin c_1. Sitd kutsutaan kehitelman residyksi pisteessa a. Jos
funktiolla f on vain ensimmaisen kertaluvun (yksinkertainen) napa,
patee

-1

f(z)zZ_a+C0+C1(z—a)+cz(z—a)2+... ,

joten residy voidaan laskea kaavalla

Res,—.f(z) = c_1 = ZIi_r)na(z —a)f(z) .

Huomataan myds, etta jos tunnetaan esitys f(z) = igg, gjah

analyyttisia a:n ymparistossa, g(a) # 0, patee Taylor-kehittamalla

he) = W) - a) + Dz




Erikoispisteet ja residyt

Siten residylle yksinkertaisessa navassa patee myos usein
kayttokelpoinen esitys:

Yleinen laskukaava residylle korkeampiasteisessa navassa:

Jos funktiolla f on m:nnen asteen napa pisteessa a, ratkaistaan
residy eli kerroin c_1 kaavasta

Ra&qf@)z-—éL—-nn{gggg[@-@mf@n}.

(m—1)l 0




Erikoispisteet ja residyt

Esimerkkeja: 1. Funktio S0 i aari aton 2

on origossa madrittelematon 3, mutta koska
sin z 1 23 " 25 1 22 " z* +.
= z — —_ee = =1 - — J—
z z 3! 5! 3! 5!

voidaan “erikoispisteessd” z = 0 maaritelld funktion arvoksi 1 ja siitd tulee silloin

analyyttinen myos origossa. Talloin sanotaan, etta origo on poistuva erikoispiste.
. . . 2225 . . e ..

2. Rationaalifunktiolla GrZ2e) On yksinkertaiset navat pisteissa +2i ja

kaksinkertainen napa pisteessa —1. Edellisissa residyt ovat

) 722 -2z —4 — (+4i)
i, (7 = (32 ’))( T12(22+4)  (£2i + 1)2(24) 5(7 + (&)

ja kolmannessa

1 d z2 — 27 e (z2+4)(2z—2)—(22—2z)(22)
T =+

14

25



Nollakohdat

Koska usein on annetun funktion erikoispisteiden ymmartamisen
kannalta oleellista ymmartaa jonkun muun funktion nollakohdat,
esitetaan lopuksi eraanlainen summaus aiheesta. Olkoon

Z(f)={acC|aeD,f(a)=0}

alueessa D maaritellyn kompleksifunktion f nollakohtien joukko.

Lause

Jos f on analyyttinen alueessa D, niin patee sille tasmalleen yksi
seuraavista:

(f)=10

Z(f)=D

Z(f) = {al,az,. .,a,,}

Z(f) = {aj}J_l = aj — oD

(0D siis tarkoittaa joukon D reunaa)



