Kompleksi-integrointia

Aalto MS-C1300, 2015, v1.1, Kari Eloranta

Integroinnin perustekniikka kompleksitasossa palautuu reaaliseen
integrointiin, mutta analyyttisyyden kautta kompleksi-integraaleille
saadaan syvallisia, aivan uudenlaisia tuloksia, joiden avulla voidaan
jopa ratkaista reaalisia (integrointi- ja muita) probleemeja, jotka

muuten olisivat ylivoimaisia.

Olkoon z(t) = x(t) + iy(t), t € [ siled
kayra funktion f maarittelyalueella. Jos
merkitaan

Sp = zi:l f(Zm)Azpn,

jossa Az, on kayran osituksen

({zo =a,z1,2,...,2, = b}) patkidn
Zm—1 — zm (jolla Zy, on) pituus. Ositus
on hienontuva: vaaditaan, etta kun

n — 0o, max, Az, — 0. Silloin saadaan:

b7
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Rajan olemassaolo palautuu reaaliseen integrointitulokseen, silla

Sn = Z(u—i—iv)(Ax—i—iAy) = Z(qu—vAy)—i—iZ(uAy—i—vAx).

Integraalille patee tutut ominaisuudet
m Lineaarisuus: [(af + 8g)dz=a [fdz+ 8 [gdz , o, B € C,
m Polkusummaus: fC1UC2 fdz = fC1+C2 fdz = fCl fdz + sz fdz |

m Integrointisuunnan kaantaminen: [ fdz = — [ -fdz .

Jos C = {z(t) ] t € I} on siled polku a:sta b:hen ja f jatkuva C:lla
niin patee [ f(z)dz = f f(z(t))z(t)dt

Todistetaan sijoituksella ja palautuksella reaaliseen.
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Esimerkkeja: 1. Tarkastellaan yksinkertaista funktioperhetta
fm(z) =(z—2)", meZ

polulla C = {z | |z — z| = p}. Jalkimma&inen parametrisoituu helposti,
z(t) = zo + p(cost + isint) = zg + pe, t € [0,2m), joten
m imt

(z—20)" =pe ja dz=ipe'tdt .

Siten (vastapaivaan ympyra kiertden)
21 . .
f (z — z0)™dz :/ p"eMipe dt
C 0
27 27
=ipm+1 {/ cos(m+ 1)tdt + i/ sin (m + l)tdt} .
0 0

Tapaukset:
s m# -1 fo27T cosntdt =0 = 0277 sinntdt (nyt siis n € Z\ {0}).

" m=—1: fOZTrcosOdt: Ozwdt:27r Jja OzrsinOdt:O

?{( Y7dz 2mi, kun m= —1
CZ )= 0, kunme Z\ {-1} .

eli
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Huomioita edellisesta:

m Tulos ei riipu ollenkaan ympyran sateesta!

m Tarkea erikoistapaus on fl =1 dz = 2mi . Muistetaan, etta % oli logaritmin
derivaatta. Logaritmi on monikasitteinen funktio, mutta jos siitd kdytetaan
yksiarvoisuuden nimissa vain argumentin padhaaraa, on silla tasmalleen 27/
suuruinen hyppays, kun kierrytddn origon ympari negatiivisen reaaliakselin yli.
Integraali laskee siis juuri taman argumentin kertyman.

2. Yleisesti integraali riippuu polusta. Jos vaikkapa
f(z) = R(z) = x ja polut ovat kuvan mukaisia, joko
C=1t(1+1i), te0,1] tai GG U G, jossa

Ci=t, te[0,1] ja & =1+ it, t €]0,1], saadaan:

1 1 1 L’
/xdz:/ tdtzfja/ 1dz:/ idt =i C,-
a 0 2 G 0 7

joten fc uc, fdz = 1+, kun taas
fcxdz_fo (L+i)dt=3(1+1i).

c2
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Jos kuitenkin funktio on “siisti”, niin myohemmin osoitetaan, etta

Lause (Kompleksi-integroinnin peruslause)

Jos f on analyyttinen yhdesti yhtenaisessa alueessa D, niin on siina
olemassa f:n integraalifunktio F, jolle patee F' = f. Kun
20,21 € D ja C yhdistaa ne alueessa kulkien, niin voidaan laskea

/ f(z)dz = F(z1) — F(20) -
C

1—ie

1+ie -0

Esimerkkeja: 1. Kokonaiselle funktiolle f(z) = z patee f\z\:l zdz = %22|

kun € J 0, kun siis polku kuroo 1:n ymparistossa pienen kaulan kiinni.

2. Toisaalta jos g(z) = % olisi analyyttinen jossain origokeskisessa kiekossa ja C; sen
pohjoinen ja G, eteldinen itaanpain orientoitu kaari, patisi lauseen nojalla

/gdz:/gdz:O:/gdz—/gdz:/ gdz:?{ gdz = i27
G G G G aG-G |z|=1

joka on ristiriita, joten analyyttisyys ei pade origossa. Notaatio —C merkitsee siis
kaannettya orientaatiota. Oletusorientaatio suljetuille poluille on vastapaivaan.
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Lause (ML-estimaatti)

/ fdz
C

Todistus suoraan maaritelmasta: |S,| < MY |Azy|.

< ML, jossa M= meaé(|f(z)| Jja L= Pituus(C) .
z
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Lause (ML-estimaatti)

/ fdz
c

Todistus suoraan maaritelmasta: |S,| < MY |Azy|.

< ML, jossa M= maé<|f(z)| Jja L= Pituus(C) .
ze

Seuraavaksi palautetaan mieleen eras tarkea reaalinen tulos.

Lause (Greenin lause)

Olkoon R suljettu tason joukko, jonka reuna C koostuu aarellisestd

maarasta sileita kayria. Jos F1(x,y) ja Fa(x,y), kuten myés 8F1 ja

IF;
B ovat jatkuvia, niin patee

// (% — %) dxdy:% (Fidx + Fdy)
C

jossa C on orientoitu siten etta R on sen vasemmalla puolella.
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Todistus: Todistetaan ensin helpolle
tasoalueelle R, jolla on olemassa

reunakayrat u, v (pystyyn) ja p, g 1 V()
(vaakaan). TallGin siis

{agxgb: u(x)

<y
c<y<d: p(y)<x

|/\ I/\

—~~
-~
-~

~—

o

Huomataan, etta

[ By - [ {/u(vx‘jggd }d
_ / {FL(x, v(x)) = F(x, u(x))} dx
= _/ba Fi(x, v(x))dx — /abFl(x, u(x))dx = —fCFl(x,y)dx (1)
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Vastaavasti reunoilla (Il) voidaan johtaa esitys

// 9F2 by fCFz(x,y)dy. 2)

(1) ja (2) siis yhdessa antavat Greenin kaavan perustapauksessa.
Yleisessa tapauksessa alue pilkotaan tallaisiin yksinkertaisiin
alueisiin, joiden reunoilla huomioidaan summauksessa
vastakkaisesti orientoituneet polunpatkat. QED

SN
o
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Sanotaan, etta polku on yksinkertainen, jos se ei leikkaa itsedan.

Lause (Cauchyn integraalilause)

Jos f on analyyttinen yhdesti yhtenaisessa alueessa D, niin sen
Jjokaiselle suljetulle, yksinkertaiselle polulle C patee fc fdz=0.

Todistus: §. fdz = §-(udx — vdy) + i §-(udy + vdx), jossa u:lla
ja v:lla on jatkuvat osittaisderivaatat koska f on analyyttinen.
Siten Greenin kaavan ja Cauchy-Riemannin yhtaldiden nojalla

f(udx—vdy //( g)‘i 8y)dxdy_o

Ylla R on C:n rajaama alue D:ssa. Samalla tavoin

?{(udy+vdx // (%——y)dxdy—o

jossa nyt integroitava haviaa toisen C-R yhtalon nojalla. QED
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Seurauslause

Jos f on analyyttinen yhdesti yhtenaisessa alueessa, on sen
integraali polusta riippumaton.

Seurauslause

Jos funktio on analyyttinen rengasalueen sisaltavassa alueessa,
ovat sen integraalit renkaan reunojen yli samat.

L0
;/U

Esimerkki: Suljetut polut C; ja C; ovat homotooppisia, jos ne voidaan alueessa
pysyen jatkuvasti muuntaa toisikseen. YllIa ulkoreuna voidaan jatkuvasti kutistaa
sisdreunaksi, alueessa pysyen, joten reunat ovat homotooppisia.

Huomaa erityisesti, ettd §.zMdz = 392':1 zMdz, m € Z (laskettu edelld) mille tahansa

origon kiertavalle suljetulle, yksinkertaiselle polulle C.




Kompleksi-integroinnin peruslause, todistus

Todistus: Cauchy integraalilauseen hypoteesi on voimassa, joten
sen nojalla polkuriippumattomuus on selva. Erityisesti funktio
F(z) = fzf) f(w)dw on yksikasitteisesti maaritelty. Tutkitaan sen
erotusosamaaraa:

F(z+Az)—F(z) 1 /2+Az F(w)aw

Az T Az

Kiinnitetaan z tilapaisesti ja valitaan pieni Az siten, etta
z+ Az € D (D on avoin). Silloin

/ZZ+AZ f(z)dw = f(z) /ZZ+AZ dw = f(z)Az

eli f(z) = fzz+Az f(z)dw ja edelleen

F(z+ Az) — F(2) 1 z+Az
Dt = 5 [ ()= @) dw

Koska f on analyyttinen, on se erityisesti jatkuva (Ve >0 36 > 0
siten ettd |z — z| < 0 = |f(Z') — f(2)| < €). Siten jos |Az| < 0,




Cauchyn integraalikaava

saadaan ML-epayhtalon nojalla

‘F@+A@—

F(2)
Ay —f(2)| <

—€|Az| =€

MI

ja erotusosamaaran raja on olemassa ja se on f. Jos on olemassa
toinen G siten ettd G’ = f, on F — G vakio D:ssi ja peruslauseen
kaava toimii myos sille. QED



Cauchyn integraalikaava

saadaan ML-epayhtalon nojalla

‘F@+A@—

F(2)
Ay —f(2)| <

—€|Az| =€

MI

ja erotusosamaaran raja on olemassa ja se on f. Jos on olemassa
toinen G siten ettd G’ = f, on F — G vakio D:ssi ja peruslauseen
kaava toimii myos sille. QED

Lause (Cauchyn integraalikaava)

Olkoon f analyyttinen yhdesti yhtenaisessa alueessa D. Jos zo € D
Jja suljettu D:n polku C kiertaa zy:n vastapaivaan, niin patee

}1{ f(z) ———dz = i2nf(z) .
cZ— 2




Cauchyn integraalikaava, todistus

Todistus, idea: Koska f(z) = f(z0) + [f(z) — f(z0)], saadaan

) fc ;E—Z;Odz: f(20) ?i zizzo + ?{: f(Z;:;fZO)dz.

Keskimmainen integraali on /2. Jatkuvuuden nojalla sopivalla
d > 0 on kiekossa |z — zp| < 0 voimassa raja |f(z) — f(z)| < e,
joten p-kehilla |z — zp| = p patee

HOEUCTP

Z — 2

€
p

kun p < §. Siten ML-epayhtalon nojalla saadaan (x) viimeinen
integraali rajattua mielivaltaisen pieneksi:

§ i,
|z—z0|=p

< E27rp< 27e .
zZ—2 p

QED



Cauchyn integraalikaava, yleistys annulukseen

Leikkauksella (katkoviivat) voidaan integraali ei-yhdesti yhteniisessa alueessa
palauttaa perustapaukseen ja saadaan

?{ Mdz = i27f(z) .
-

GZ—2
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Esimerkkeja: 1. Integraalissa | = fc %dz integroitavana on rationaalifunktio

f(z) = ;ii jolla on yksinkertainen napa pisteessd zgp = 1. Integraalin arvo riippuu nyt

taysin siitd, missd suhteessa polku C on tahan erikoispisteeseen. Esimerkkeja:

mJosC=C ={z||z|=r}jar= %, on | = 0 Cauchyn integraalilauseen nojalla.

m Josr= %, on | = i2n(1 + 1) = i4m Cauchyn integraalikaavan nojalla.

m Jos r =1, on integraali maarittelematon, koska singulariteetti on polulla.
Samoin kay, jos esimerkiksi C = {z | |z — 2| = 1}.

mJosC={z||z—2| = %}, haviaa integraali jalleen Cauchyn integraalilauseen
nojalla.

B2 dz . Ensimmaiseksi on

2. Tarkastellaan seuraavaksi integraalia | = f‘zl_; Z
-2

selvitettava singulaariteetit ja niiden asema integrointipolkuun nahden. tanz = —zg‘sz
erikoispisteet ovat kosinin nollakohdat eli z = % + nm, n € Z. Onneksemme 7 > 3,

joten nama ovat kaikki integrointipolun ulkopuolella. Toisaalta z2 —1 = (z —1)(z+1),
joten sen molemmat juuret +1 ovat polun sisalld. Osamurtokehitetdan se:

1 _1( 1 1)
2—-1 77 2\z-1 =z+1

1 t 1 t
szf{ anzdz—ff. anzdz:i7r(tan1—tan(—1)):i27rtan1.
lzI=3 lz1=3

z—1 2 z+4+1
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Integraalin voi laskea myds osamurtohajottamatta,
polkua sopivasti editoimalla. Jos esitetaan polku
{z||z] = %} = (1 + G kuten kuvassa, on
kummankin puoliympyrén sisalla tasan yksi
yksinkertainen napa. Talldin esimerkiksi

tanz

tanz Z—1
I :% 7]{ z—1 dz | |
G z2 -1 a z+1 -1 1] s
tanz C1 C2
=i27 =imtanl.
z—1lz=

Toinen integraali samalla tavoin ja I =l + b.

3. Samaa tekniikkaa voi hyddynt33 esimerkiksi integraalin | = §- W jossa
vastapdivaan kulkeva yksinkertainen C sulkee sisdans3 kaikki navat —2, 1 ja —i,
laskemisessa. Polun voi nyt pikkoa ylldolevaan tapaan osiin C;, i = 1,2,37 Jotka
summautuvat C:hen ja kukin niista sisaltdaa vain yhden navoista. Nain tehden

2zdz . 2z _ 8w
h= 74@ C-De+E ) oDt ) 32—
b :]{ 22dz — =27 2z = —L Ja
6 (z—=1)(z+2)(z+1i) (z=1)(z+2)lz=—i 1+)2-1)




Derivaattalause

iAr

=1 3(1+i) "

2zdz . 2z
b= ?{c C-DEt2E+) et

I =l + I+ kb =0, mutta havidminen ei ole seurausta Cauchyn integraalilauseesta!



Derivaattalause

2zdz . 2z
b= ?{c C-DEt2E+) et

I =l + I+ kb =0, mutta havidminen ei ole seurausta Cauchyn integraalilauseesta!

4w
=1 3(14i)°

Lause (Derivaattalause)

Jos f on analyyttinen alueessa D, silla on kaikkien kertalukujen
derivaatat, joiden arvot voidaan laskea kaavasta

n! f(z)
f(”)(zo):aﬁmdz, n=0,1,2,...,

jossa D:n polku C kiertaa zo:n vastapaivaan.

Lause siis yleistaa Cauchyn integraalikaavan (tapaus n =0,
muistetaan, ettd kertomalle maaritellaan 0! = 1).



Derivaattalause, todistus

Todistus: Kasitellaan tapaus n = 1, korkeammat derivaatat
seuraavat siita induktiolla. Cauchyn integraalikaavalla saadaan

flzo+Az) —f(z0) 1 j{[ f(z) f(2) ]dz
C

Az i2rAz z—(n+0z2) z—2z

1 I
i2n 7{C (z— 2z —Az)(z—zo)d ’

jonka erotus derivaattakaavan kanssa on

1 f(z) 1 f(z)
—%C ( dz — — — _dz

27 z—20— Az)(z — z) 27 Jc (z— z)?
B i]{ f(z)Azdz
S 2n Je(z—20— Dz)(z—2)?

Koska f on analyyttinen, on se C:lla rajoitettu, |f| < K. Olkoon
d = d(z0, C) zo:n etiisyys kayrasta C. Silloin m < Zja
edelleen kolmioepayhtalon nojalla




Derivaattalause, todistus

d<|z—z|=|z—20—Az+ Az| < |z—z— Az| + |Az|,

joten d — |Az| < |z — zg — Az| ja jos |Az| < <, niin edelleen
4 <d—|Az| <|z— 2z — Az], joten

1 2
<

lz—z2—ADz| — d°

Niinpd ML-epayhtalon nojalla (L on C:n pituus) saadaan

f(z)dz 21
< A
fc (z— 20— Az)(z — 2)? dd2L| 7 =0,

kun Az — 0. QED



Seurauksia

Seurauslause (Cauchyn epayhtald)

Jos C on r-siteinen zy-keskinen ympyra ja jos |f| < M C:lla, niin

M
£ (20)] < 225 .
rn
Todistus:
n n! f(2) n! n'!M
e = 32| o | < g =
Derivaattalauseen nojalla. QED

Huomataan myods, etta jos f on rajoitettu kokonainen funktio, niin
on olemassa K < oo siten, ettd |f(z)| < K, ¥z € C. Ylldolevan
nojalla silloin |f'(z)| < X, joka on siis totta kaikille r > 0. Siten
|f'(z0)| = O kaikille zp, joten funktio f on vakio. Olemme nain
todistaneet jo aiemmin mainitun Liouvillen lauseen.



Seurauksia

Edeltava puolestaan antaa hyvin helpon todistuksen algebran
peruslauseelle:

Olkoon P(z) polynomi, jonka aste n on vihintadn 1. Jos P:ll ei
olisi nollakohtaa C:ssa, olisi funktio ﬁ kokonainen. Toisaalta

P(z) — oo eli ﬁ — 0, kun z — 0o. Koska ’ﬁ’ on jatkuva, on

silla aarellinen maksimi, joten Liouvillen lauseen nojalla ,13 on vakio.
Tama on ristiriita, joten yhtalolla P(z) = 0 on oltava juuri. Kun
juuri z; on ndin I8ydetty, voidaan kirjoittaa P(z) = (z — z1)P1(2),
jossa Pi:n aste on n— 1. Jos n — 1 > 1, toistetaan edellaoleva
argumentti, kunnes kaikki n juurta on loydetty.

Lause (Algebran peruslause)

n:nnen asteen polynomilla on tasan n juurta kompleksitasossa.




Takautuma Taylorin sarjoihin

Eras tarked sovellutus Derivaattalauseelle on Taylorin sarjat. Standardioletusten
vallitessa on analyyttinen funktio f esitettdvissd Cauchyn integraalikaavalla

_ 1 f(w)
f(z) - 2r fC w—z
alkaa kehittaa

dw, jossa C olkoon a-keskinen ympyra ja z sen sisdlla. Voidaan

1 1 1
() w—z:w—a—(z—a):(wfa)(lfvzvii)'

Z—a

< 1 ja kun muistetaan, etta geometrisen sarjan summakaava on

Nyt patee

w—a
nt1
ﬁ:1+q+q2+,..+q”+‘L—q,saadaan
o\ n+l
1 _14272  (z=2 2+ L (22 "+(fvj;)
1 z=2 w—a w—a w—a w—z
w—a w—a

Jos tdma nyt sijoitetaan (x):een ja edelleen Cauchyn integraalikaavaesitykseen f:lle,
saadaan

f(z)—i?{c f(w)dw—i-z_a?{c f(W)de-i-...

T i2nfcw—a i2m (w—a)

z—a)" f(w
4 I.2Tr) ]fc(w_(a))nﬂdear(z)- (*)




Takautuma Tayloriin ...

Edelld jaannostermi on

z —a)"t! w
SIS, L ) N,

i2n yH(w—z)

Kehitelmadn (%) integraalit voidaan nyt identifioida Derivaattalauseen avulla ja sarja
kirjoittaa tutumpaan muotoon

- zmag . (2=, (z=2)" )
f(z) =f(a) + o f'(a) + 5 f'a)+...+ pr " (a) + Ra(2) ,

joka on siis analyyttisen funktion f Taylorin sarja kehityskeskipisteessa a.

Jotta sarja suppenisi, tarvitaan Rn(z) — 0 kun n — oco. Tama seuraa ML-epadyht&ldsta
ja samantyyppisista epayhtaloista, kuin Derivaattalauseen todistuksessa
(yksityiskohdat esim. Kreyszigissa). Potenssisarjan yksikasitteisyyden nojalla
(annetussa kehityskeskipisteess3) kyseessd on f:n ainoa suppeneva potenssisarja a:ssa.



ja Laurentiin

Jos f on analyyttinen kuvan mukaisessa renkaassa,
muistetaan, ettd sen Laurent-kehitelma on

—1

f(z) = Z cn(z—a)" + ch(z —a)".
n=0

n=—oo

R2
Osoittautuu, ettd (C vastapaivaan annuluksessa) '
1 f(w)
Gh=——¢ —————dw, n>0 ja
" ior % (w—a)yt1 77 = J

Izﬂ%(w a)~ "l (w)dw, n< —1.

Olkoot annuluksen sisa- ja ulkoreunat vastaavasti C; ja Gy, molemmat orientoitu
vastapaivaan. Cauchyn integraalikaava saa renkaassa muodon

(o) f(z) = é% de - i de

G (w—2) i2m Je (w —z2)

Koska z on Gy:n sisélla, edeltdvan Taylor-argumentin mukaisesti saadaan kertoimille

¢n, n > 0 esitys kuten ylld (huomaa, ettd polku voidaan kutistaa Cp:sta C:hen koska
f(w)

()T ©N analyyttinen alueessa).



... jJa Laurentiin

Esityksen (o) jalkimma&inen integraali kehitetdan jalleen geometrisella sarjalla, mutta
w—a
zZ—a

nyt huomioiden, etta < 1. Samaan tapaan kuin Taylorin yhteydess3 saadaan

nyt tdman kehitelman integraalina

_.L f(w) dw:_i{ 1 f(w)dWJr#?{(w_a)f(w)der...
i2r Jo, w—2z i2r lz—alg (z—a)? Jg

+ ﬁ fc (W — a)*F(w)dw + Tu(2) .

jossa jdannostermi on

1 (w— a)k+l

i2n(z—a)ktt Jo, z—w

Tk(z) = f(w)dw .

Kun palautetaan indeksointi alkuperdiseen, —(k + 1) = n eli k = —n — 1, voidaan
kehitelman kertoimet ¢, n < —1 lukea ylta. Huomaa, etta jalleen voidaan siirtya
polulta C; polulle C (homotopia analyyttisyysalueella) ja jadnndstermi rajoittaa
standardiestimaatein siten, ettd | Tx(z)| — 0, kun k kasvaa. Naiin ollen
Laurent-kehitelman kaikki kertoimet ovat yksikasitteisesti maaratty.

Analyyttisen funktion Laurent-sarja on yksikasitteinen suppenemisannuluksessa. Mutta
toisin kuin Taylor, Laurent-sarja annetulla kehityskeskipisteelld ei ole yksikasitteinen.
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m+1
Esimerkki: Olkoon I = §-(z — z0)"dz = §, %dz, jossa C kiertaa zg:n
vastapaivaan. Siten
m jos m= —1, niin I = 27,
m jos m > 0, niin fm(z) = (z — 20)™*! on analyyttinen ja Cauchyn integraalikaava
(tai Derivaattalause) antaa §. 7 ’"(z) dz =0,

B jos m< =2, Im = § m = ),f( m=1)(z), jossa f(z) =1 ja
—m —1 > 1. Mutta talldin f on analyyttmen ja sen kaikki positiiviset derivaatat
haviavat, joten siis I, = 0.



Kompleksi-integrointia

m+1
Esimerkki: Olkoon Im = (2 — 20)"dz = §. 21— dz, jossa C kiertda zo:n
vastapaivaan. Siten

m jos m= —1, niin I = 27,

m jos m > 0, niin fm(z) = (z — 20)™*! on analyyttinen ja Cauchyn integraalikaava

(tai Derivaattalause) antaa §. f"’jig dz =0,

z

B jos m< =2, Im = § # = (_fjfl)! f(=m=1)(z), jossa f(z) =1 ja

—m — 1 > 1. Mutta talldin f on analyyttinen ja sen kaikki positiiviset derivaatat
haviavat, joten siis I, = 0.

Lause (Morera)

Jos f on jatkuva yhdesti yhtenaisessa alueessa D ja fc fdz =10
Jokaiselle suljetulle polulle C D:ssa, niin f on analyyttinen.

Tod., idea: Maaritellddn F(z) = [ f(w)dw, jossa f on jatkuva.
F on polkuriippumaton, joten se on analyyttinen (peruslauseen
todistus). Edellisen lauseen nojalla F/ = f on analyyttinen. QED



Residyt

Kun f on analyyttinen alueessa D ja C suljettu polku siing,
tiedetdan, ettd §. fdz = 0. Jos f:lla on napa tai oleellinen
erikoispiste D:n pisteessa zp, on funktiolla jossain zg-keskisessa
renkaassa suppeneva Laurent-kehitelma >~ cp(z — z)" . Jos
sarja integroidaan termeittain, edellaolevan perusteella tiedetaan,
ettd ainoastaan §-(z — z9) 'dz # 0 ja saadaan § fdz = i2mc_;.
Integraalin fc fdz arvo ratkeaa siis yhdesta ainoasta
Laurent-kehitelman kertoimesta!

Maaritelma

Jos C kiertdd zy:n alueessa D, kutsutaan Laurent-kehitelman
kerrointa c_1 funktion f residyksi, Res,—,, f(z), pisteessa zp.

Kertaa residyjen laskentakaavat luentojen aiemmasta sarjaosasta.



Residyt

Lause (Residylause)

Jos f on analyyttinen alueessa D, paitsi aarellisessa maarassa
erikoispisteita {z;}{", jotka ovat integroimispolun C sisapuolella,
patee

?{Cf(z)dz = i27ri Res f(z;) .

Jj=1

Todistus: “Leikkaa ja liimaa"”-argumentti: Olkoon C; zj-keskinen
ympyra, joka on D:ssa, eika leikkaa muita ympyroita, eika C:ta,
Jj=1,...,m. Jos C;:t orientoidaan my6tapaivaan (ja C edelleen
vastapdivaan), patee Cauchyn integraalilauseen nojalla

$e fdz + 3577, fcj fdz = 0, koska f on D:ssa erikoispisteittensd
ulkopuolella analyyttinen. Jos nyt jokaisen Cj:n orientaatio
kaannetaan, saadaan kaava. QED



Kompleksi-integrointia

Esimerkki: 1. Evaluoidaan

?{ dz
|2|=3 23(22+2z+2)

Rationaalinen integroitava on analyyttinen koko kompleksitasossa, paitsi navoissaan,
jotka ovat z = 0, kolminkertainen, ja —1 + i, molemmat yksinkertaisia. Erikoispisteet
ovat selvasti polun sisalla, joten integraalia varten tarvitaan residyt kaikissa.

Origossa kalvon L2.22 kaavan nojalla saadaan

1 d? 1 . 1d —(2z+2) 1
im—-—— | ———|=lim-— | ——— 5| =...= — .
702! dz2 [ 72 + 2z 42 202 dz | (22 42z + 2)2 4
Navassa —1 — i patee
1 1 1
li 1+i = i —— =...= = (=14i).
z%mfi(z_'_ +’)z3(z+1+i)(z+1—i) HL"L,-z3(z+1—i) 8( +i)

Navassa —1 + i residy saadaan edellisestd helposti konjugoimalla: %(—1 — ).
Siten integraalin arvoksi tulee Residylauseen nojalla % + %(—1 +i)+ %(—1 —i)=0.



Kompleksi-integrointia

2. Olkoon meromorfifunktiolla f yhdesti yhtenaisessa alueessa D kulkevan suljetun
polun C sisélld navat by, ..., b, kertaluvuilla ki, ..., k, ja nollakohdat ai,...,am
kertaluvuilla h, ..., In. Tarkastellaan funktion Lfl singulariteetteja.
Jos f:1la on kertalukua / oleva nollakohta a:ssa, voidaan se kirjoittaa

f(gz|)| = (z—a)'g(z), g(a) # 0. Siten f'(z) = I(z — a) ~1g(z) + (z — a)'g’(z), josta
e rE_ 1 g F) _
fz)  z-a &(2) f(2)

Jos taas f:lla on k-kertainen napa b:ssa, saadaan samanlaisella argumentilla

, joten Res;—;

f'(z) _ Kk H(z)
fz)  z—b @ hz)’

f/
josta Res,_p (2) = -

f(z)

Integroimalla Residylauseen avulla saadaan naista Argumentin periaate:

1 f'(z) u 1
— dz = I, — ki .
P 0

i=1

Nimi johtuu siita, ettd vasen puoli on % fc dinf = %A arg f(C), joka kertoo sen,
kuinka paljon f:n vaihekulma muuttuu, kun kierretdan C kertaalleen.



Reaali-integraalien laskentaa

Eraita reaalisia integraaleja voidaan laskea (kenties ainoastaan tai
ainakin helpommin) kompleksi-integraalien kautta. Seuraavassa
muutamia tyyppeja.

1. Integraali on muotoa
2
/ R(cosf,sin0)db
0

jossa R on reaalinen rationaalifunktio. Jos tahan sijoitetaan
'’ = z (jolloin dz = ie™df) ja edelleen huomataan, etta
cosf =3 (z+ 1) jasing =2 (z—1), siilyy integroitava
rationaalisena ja saa muodon

j{z|:1 f(z)% .



Reaali-integraalien laskentaa

Esimerkki: Lasketaan
I7/27r do
" Jo 2+cosf

Kun tehd&an edelld olevat sijoitukset, saadaan (C on yksikkdympyra)

dz _g?{ dz
cizR+i(z+1)] iJcR+4z+1

Nimitt3jan nollakohdat ovat —2 =+ /3, joista toinen on C:n sisill3. Residy
—2 + +/3:ssi:
1

lim [§(2+2 f’m} 3

z——2+3

1 _ 27n
Siten Residylauseen nojalla | = 2w —= AT



Reaali-integraalien laskentaa

2. Jos laskettava integraali on muotoa

/_ Z F(x)dx ,

voidaan se usein hallita siirtymalla
kompleksi-integraaliin yli suljetun polun
ja ottamalla raja R — oc.

R R

Onnistumisen edellytyksena on, etta hajoitelmassa

fc F(z)dz = / ': F(x)dx + /C GE

patee:

residyt C:n sisalla on laskettavissa ja

integraali yli C:n kaariosan (puoliympyra tai muu sopiva
kdyra) havida, kun R — oo.



Reaali-integraalien laskentaa

Keskeinen tapaus, joissa kohta 2 saadaan toimimaan on se, jossa
voidaan rajoittaa |f(z)| < %, silla R-sateisen C:n kaaren pituus
on 7R, joten silloin (kun R — o0)

/ f(z)dz
C:n kaari

H i _ [o© dx
Esimerkki: Lasketaan / = [*° e
toisen asteen. Na&istd vain ylemman puolitason 2/ on polun sisalla ja residy siind on

Nyt integroitavan navat ovat 42/, kumpikin

1d o 1 , —2 i
lim ——(z —2i) = lim — = ——
z—2i 1! dz (22 + 4)2 z—2i (Z + 21)3 32

Siten Residylauseen nojalla fc Toisaalta nyt ’

- 4
2+4) ~ 16 2+4)2 < 7 riittavan

FTK'R — 0, kun R — co. Siten

A

suurella kaarella, joten ‘an kaari |

dz
22+4)
alkuperdisen integraalin arvo | = 7.

(Integraalin voi laskea myds reaalisena esim. sijoituksella x = 2tan6.)



Reaali-integraalien laskentaa

2'. (Variaatio edellisesta) Myds muotoa [, f(x)dx olevia
integraaleja voidaan selvittaa, jos symmetriat sallivat.

Esimerkki: | = °° 1‘1—4 ratkeaa, kun ensin tajutaan, ettd integroitava on parillinen,

joten siis yhtapltavastl
= 1 /°° dx
T2 ) 14 x4

Funktion f(z) = 14_124 navat ovat neljinnet juuret luvusta —1 = '™ eli

z = el(543 ), j =1,2,3,4. Naista kaksi ensimmaista pysyy ylemman puolitason
R-sateisen puoliympyran sisalla kun R — oco. Vastaavat residyt ovat

1 1 ;=
ResZ:e,% f(z) ypcl T S 4 ja
R f(z) ! Lt ot
es  anf(2)=—=| 3z =—e oten
2:6/3T 423 Z:E,BT J

suljettu polkuintegraali antaa i27 (—%e’ 4 4 %e '4) =...= % Integraali yli

kaariosan havidaa asymptoottisesti kun R kasvaa, koska integroitava on rationaalinen ja

em. nimittdjan kasvuehto on voimassa. Kun kaaren side |ahetdan darettomaian
Lo

saadaan siis | = 33"



Reaali-integraalien laskentaa

3. Jos reaali-intergraalin integroitavalla
f(z) on yksinkertainen napa reaaliakselilla
(piste a oikealla), voidaan integraali usein
silti laskea residyilla. Talloin a:ssa

fpy:;4 '

—, &2, ar A arr
jossa g on analyyttinen ja kuten tiedetdan c_; = Res,—,f(z).
Kuvan integrointipolku C’" on z(t) = a+ ret, t € [0, 7], joten

/f(z)dz:/ C—iire”dt—l—/ g(z)dz.
’ 0 re! ’

Viimeisin integraali haviaa ML-epayhtalon nojalla kun r | 0 ja
keskimmainen antaa imc_1. Siten edellisia integrointitekniikoita
voidaa soveltaa myos tapaukseen, jossa integroitavalla on polulla
yksinkertainen napa: jokainen yksinkertainen napa z’' polulla
(sen siledllad osalla) tuottaa residysummaan lisan imRes,_,/(z).



Reaali-integraalien laskentaa

Esimerkki: 1. Laske
= /'°° dx
e (x=)(x—2)(2 +1)

Termi x2 4+ 1 antaa kompleksinavat =4/, joten ylemman puolitason R-siteisess3
puoliympyrdss3 on kolme napaa, joista kaksi reaaliakselilla. Residyt integrandin f(z)

navoissa: 1 1
Res,o1f(z) =—— | —_1
e f) =y ha ™ 72
1 1
Res, »f(z) =———>— | ==
es2f (D) =i s~ 5 P
1 3—1i
Res,_if(z) = | =1
i3 = = 1) e~ 20

Koska kaari-integraali on jalleen asymptoottisesti haviava, saadaan /:n arvo

residysummasta
i 3—1 n 1 n 1 T
i — inl—=+=)=—.
"\ 20 "\T275) T 10



Reaali-integraalien laskentaa

2. Lasketaan

o0 XCY
| = —dx, 0< a<1.
/0 0™ ¢

Kun maaritellddn f(z) = z(iiiz) ja suljettu polku C

kuten kuvassa, saadaan §. f(z)dz =

ey . R
2 Res;—_1f(z) = 2w %~ = —27e'*T .
Z lz==1
Isolla ja pienella “c-kaarella” arvioidaan vastaavasti
27 R)R* 2 «
f(z)dz| < CTRIR o ) ’/ F(z)dz| < B g
Cr R(R-1) c r(l—r)

kun R — oo ja r | 0 (mieti kdytetyt epayhtilét!).) Polulla a’b’ arg(z) = 2, joten silld
a—1 _ gla=1)Inz _ gla=1)(Inx+i2m) — ya—lgi(a—1)2r — ya—1gi2am Gjten C:st3 jaa

/f(z)dz+/ f(z)dz = (1 - ’20‘”)/ 1+X)

—i2we'*™ —2im _ s

Kun R — oo jar]0,saadaan | = 7505 = — "o = & (amy -

z




Kompleksi-integrointia

Esimerkki: Kompleksilukujonon x = {x,}54 ({xn}72_..) yksipuolinen (vastaavasti
kaksipuolinen) Z-muunnos eli diskreetti Laplace-muunnos on

X@)=Z2() =Y xz " [X(2)= > xz"
n=0

n=—o00

Argumentti z on kompleksiluku. Muunnos on tirkea mm. digitaalisessa
signaalinkasittelyssa: signaalin ndytejono x muunnetaan funktioksi, jota voidaan
muokata ja sitten kaanteismuuntaa takaisin diskreettiaikaiseksi signaaliksi.
Matemaattisesti muunnoksessa on kyse Laurent-sarjasta annetuilla kertoimilla.
Kaksipuolinen muunnos palautuu tietenkin yksipuoliseen, jos x, = 0, Vn < 0.

Kaanteismuunnos I8ydetdan kun valitaan kokonaisluku k ja hajoitetaan

oo
z)z E spz "Rl =zt 4 E xpz "ML
=—00

n=—o0

otk

?{X(zzk ldz—xk?{——f— Z ?{ —ntk—lg,
——

jolloin

n=-—oo
+k —
=i27 ! =0, Vn#k



Kompleksi-integrointia

Siten kadnteismuunnos on

= }f X(z)z" tdz . 4@ o

Polku kaikissa integraaleissa on kuvan mukaisesti \ﬂc

Laurent-sarjan suppenemisrenkaassa.

3
Konkreettisesti, olkoon annettu muunnos X(z) = _#—. Tasta saadaan nyt
poikkeuksellisen helposti nollakeskinen Laurent-sarja:

1 1 1\? 1\3
X(z) = - :1+;+(;) +(;) +..

1-3%

Sarja suppenee, kun |z| > 1. K&&nteismuunnos voidaan nyt lukea suoraan:

{1,josn:3k, k>0
Xp =

0, muuten .



Kompleksi-integrointia

Yleensa on kaytettava kaanteismuunnoksen kaavaa.
Edellisen poikkeusargumentin sijasta olisi siis
selvitettava integraalit

n+2
D N O // \1

i2r Jcz3 -1

Integroitavan navat ovat kuvan mukaiset \\

C
yksikkojuuret 1 ja z4 = ei' 3" ja polku
yksikkéympyran ulkopuolella.
Osamurtokehitelmd on nyt — 1 = Z—fl + 2734 + Z,D_ , jossa A= l, B = %
jab= ﬁ Siten kun n > —2 saadaan Cauchyn integraalikaavan nojalla
A z"+2 B Zz"t2 D Zz"t2
=— z + — z + — dz
i2r Jcz—1 27 Jc z— z¢ 27 Jcz—z-
:} + 2+Z+ zn+2 + 24z n+2

3(z- —zy) T 3zp —z-)

Symboliohjelmalla on helposti tarkistettavissa, ettd nam3a tasmaavat edelld saatuun.



Kompleksi-integrointia

. . 1
Kun n < —3, on integoitavana o)
k = —(n+2), k saa siis arvot 1,2,3... Talldin c2
RS RS RS A
X = — -
i2m Co G G G Zk(Z3 — 1) ’ 1
co )
jossa kaikki polut ovat orientoidut vastapaivaan. J/ c1
Olkoot nama3 nelja osaa, joiden jokaisen sisallad on 3
tasan yksi navoista, nimeltaan lp,..., 5.
Cauchyn integraalikaavan avulla saadaan
1 1 1 1
=— dz=...= — )
i2m Jo, z—1(z—z4)(z — z—)z¥ 1-z)(1—2z2)
1 1 1 1
b =— dz=...= ja
i2m Jo, z—zy (z = 1)(z — z_)z¥ (z4 —1)(z4 —z-)zk J
1 1 1 1
3 =— dz=...= .
> T G z—2z- (z—1)(z—z4)zk (z= = 1)(z= — z4)z¥



Kompleksi-integrointia

Toisaalta 1 1 1 1
h=—¢ — dz = F=1(0) .
i2m Je, zk 23 —1 (k —1)!
——
=f(2)
Joko manuaalisesti tai symbolisesti derivoimalla huomataan, etti f(™(0) = —m! jos

m = 3/ ja havida muuten. Siten

{—1,josk:3/+1
Io =

0, muuten .
Iy siis haviaa positiivisilla k:n arvoilla paitsi jos k = 1,4,7,10,..., jolloin se on —1.
Kun tdm3 summataan (mieluiten symbolisesti...) muihin ratkaistuihin integraaleihin,
saadaan

xk=l+h+h+5k5=0, kunk=1,2,3,...



