leferentlaa||yhta|osysteem|t 1 (Kreyszig 4.0-2) MS-C1340, 2014, Kari Eloranta

Seuraavaksi tarkastellaan ensimmaisen kertaluvun lineaarista,
vakiokertoimista differentiaaliyhtalosysteemia

dX1

ik St + aoxo + -+ a1nxn + b1

dX2

ik At + amoxo + -+ agnxn + b

dx,

o = ama + anax2 + -+ + annXn + by
alkuarvoilla x;(0) = a;, i=1,...,n.

Mikali ohjaustermit havidvat eli b;(t) = 0 jokaiselle i, on systeemi
homogeeninen, jos taas ei-triviaaleja ohjaustermeja on mukana,
on systeemi epahomogeeninen.



Differentiaaliyhtalosysteemit (Dys) 2 (weysicas)

Matriisimuodossa homogeeninen yhtalo on

X'(t) = Ax(t), x(0) = a,

jossa
x1(t) ail an
(1) = x2.(t) A 3?1 3?2
Xn(t) 3;11 3;12

Epahomogeeninen yhtalo saa muodon

X'(t) = Ax(t) + b(t),

aln
azn

ann

x(0) = a,

jaa=

ai
ap

dn

jossa siis b on (mahdollisesti t-riippuva) n-ulotteinen pystyvektori.

Myds merkintad x kaytetdan t-derivaatalle (fluxio).



Differentiaaliyhtalosysteemit 3

Samoin kuin vektorin derivaatta on komponentittainen derivaatta,
on matriiisin derivaatta alkioittainen derivaatta.

Neliématriisille A pitee: %etA = Ae'A = e"AA VteR.

Tod. Erotusosamaaraan palauttaen saadaan

d e(t+h)A _ etA etAghA _ otA
—eA=|im— = lim
dt h—0 h h—0 h
hA
.oem—|
= e lim = = ™A,
h—0 h

jossa on kaytetty matriisieksponenztig ain@ suppenevaa
sarjakehitelmas e = | + hA 4+ I8 4 At 4 QED




Homogeeninen dys

Lause

Alkuarvoprobleeman x" = Ax, x(0) = a yksikasitteinen ratkaisu on

x(t) = ea.

(%)

Tod. Lemman nojalla & (ef4a) = Aet”a ja koska e®4a = a, niin
(%) on homogeenisen yhtalon ratkaisu.

Olkoon X(t) toinen ratkaisu. Mairitellddn y(t) = e~*A%. Silloin
y = —Ae A%+ e AR =

i

joten y on vakio. Koska y(0) = %(0) = a, niin X = e*a. QED
Matriisieksponenttiratkaisu on lineaarisen yhtaloryhman
ratkaisutavoista lyhin ja selkein. Se kuitenkin edellyttaa

matriisieksponentin tuntemusta. Muitakin ratkaisumenetelmia on,
katso Kreyszig jne.



Epahomogeeninen dys 1

My6s epahomogeeninen systeemi x’ = Ax + b, x(0) = a saadaan
ratkaistua matriisieksponentilla. Menetelma on kuten " vakion
variointi” skalaariteoriassa: etsitaan ratkaisua muodossa

x(t) = etAf(t), f tuntematon funktio.

Tall3 yritteelld x' = AetAf(t) + efAf' Ax + eAf' = Ax + b.
Siten f(t) = e ™b(t), josta f(t fo e *Ab(s)ds + a ja
ratkaisuksi saadaan x(t) = etAa+ e [ e Ab(s)ds. (1)
(Taméan voi myds arvata ja derivoimalla todeta alkuperdisen
tehtavan ratkaisuksi.)

Lauseke (1) on myds ainoa ratkaisu, silld jos y on toinen ratkaisu,
niin x’ — y’ = A(x — y), jolla on homogeenisena yhtalona
yksikisitteinen ratkaisu e**k. Siispi y on muotoa (1) jollekin
vakiolle. Mutta vakio on alkuehdon maaraama, joten y = x.



Epahomogeeninen dys 2

Epdhomogeenisen alkuarvoprobleeman x' = Ax + b, x(0) = a
yksikasitteinen ratkaisu on

t t
x(t) = e"a+ etA/ e **b(s)ds = e"a +/ e(t=5)Ap(s)ds. (x)
0 0

Viimeinen muoto (x) on merkillepantava; se on ohjausfunktion
b(t) ja matriisieksponentin e* konvoluutiotulo.

Esimerkki 1: Tarkastellaan epdhomogeenista systeemia, jossa
0 -1 0
(2 2) w(2)

Aiemmin on laskettu matriisieksponentti (ilman —s tekijaa)

_ cos s sins .
e A = . , josta
—sins coss

¢ coss sins 0 ¢ ssins sint — tcost
. ds = ds = . .
0 —sSIns COSs s 0 5COss cost+ tsint—1



Epahomogeeninen dys 3

Koska
tA_ [ cost —sint
¢ = ( sint  cost ’ ()

niin alkuehdolla a = (a1, a2)7 lopulta

o= (S ) (2)er(2)) =

—t+ajcost+ (1 —ap)sint
1—(1—a)cost+ apsint ’

Tarkistus: x(0) = ( —0+apcos0+ (1 — a)sin0 ) = ( a

_ s
1—(1—a2)cos0+ a;sin0 a ) a, tdsmaa!

Vastaavan homogeenisen yhtdldryhman ratkaisu saadaan sivutuotteena:

A ajcost — azsint
e’a= . .
aysint + aycost

Mitd merkitsee homogeenisen ratkaisun kannalta se, ettd (*) ndyttd3 olevan aiemmin
ndhty kiertomatriisi K(t)?



Dys kvalitatiivisesti 1 (eysis43)

Differentiaaliyhtalosysteemin maarittelemia pisteita, joille x’ = 0,
kutsutaan kriittisiksi pisteiksi. Lineaaristen, vakiokertoimisten,
homogeenisten systeemien ainoa kriittinen piste on origo.
Tutkitaan seuraavaksi yksinkertaisimman tallaisen systeemin
ratkaisujen kayttaytymista faasitasossa kriittisen pisteen
ymparistossa.

Maaritelma
Olkoon A reaalinen 2 x 2 matriisi spektrilla {\1, \2}. Systeemin
x" = Ax, kriittinen piste, origo, on

satulapiste, jos A1, A2 € R ja A1 <0 < )y,

nielu, jos A1, A2 € R ja A\; < A\ <0,

lahde, jos A1, A2 € R ja 0 < A1 < Ay,

spiraalinielu (spiraalilahde), jos \i> = a4 ib, b# 0 ja

a<0 (a>0) Josa=0 on origo keskus.



Dys kvalitatiivisesti 2

Huomioita: Puretaan Maaritelman tapaukset.

1. A diagonalisoituu eli A = TDT L. Siten muunnoksella x = Ty voidaan siirty3
y-koordinaatteihin, joissa yht3ld on muotoa y’ = T~ ATy = Dy. Tam3 vastaa kahta
riippumatonta differentiaaliyhtdloa! Niiden analyysi on siis skalaariteoriaa ja
vilittdmasti ratkaisu y = (cpeMt, cze)‘ﬁ)T (*), josta ominaisarvojen merkkien
mukaan t 200 =>y; - 0jay, > 00,jat—> —c0o=>y; >ocojay, —0.

Talldinen satulapiste on kaoottisen dynamiikan arkkityyppi; systeemi on yhteen
ominaissuuntaan kontraktio ja toiseen ekspansio. Tastd seuraa darimmainen herkkyys
alkudatalle.

2. Jos A diagonalisoituu, niin ratkaisukaava on kuten (*) ylld. Jos t — oo, ldhestyvat
kaikki ratkaisut asymptoottisesti origoa, siita termi nielu. Toisinaan erotellaan viela
alatyypit polttopiste, jos A\; = \» ja solmu, jos ominaisarvot ovat erilliset.

Jos A ei diagonalisoidu, niin voidaan osoittaa, ettd valttamatta A\; = Ay = A ja

(X b . B a1 bty .
A~ B, B= (O /\) , b # 0. Edeltdvan nojalla et® = e 0 1 , joten

_ B _ ot atabt N\ _ af @ At [ @b
y=e a=e¢e ( 2 )—e (32)+te ( 0 .

Tama tapaus on degeneroitunut nielu, jossa mielenkiintoista on viimeisen termin
lisakontribuutio dynamiikkaan.



Dys kvalitatiivisesti 3

3. Lahde alatapauksineen on analoginen nielun kanssa ja analysoidaan tismalleen
samoin kuin kohta 2. Nyt ratkaisut etadntyvat origosta kun t kasvaa. Voidaankin
ajatella, etta kohdat 2. ja 3. saadaan toisistaan kaantamalla ajan suunta: t — —t
kaavoissa.

4. Kun realisella matriisilla on kompleksinen ominaisarvo, on myds taman liittoluku
aina ominaisarvo. Nyt A1 » = a=+ib ja 2 x 2 systeemi voidaan kannanvaihdolla saattaa

muotoon
;L - a —b
y' =By= ( b 4 )

B _ at (bt) —sin (bt)
e¥=e (Z?:(bt) czs(bt) )

josta edelleen

Matriisi ylla on selvasti ortogonaalinen matriisi, kierto, joka ei siis muuta kertomiensa
vektorien pituutta. Siten tekija e? yksin maaraa, kulkeeko systeemin ratkaisu kohti
origoa (a < 0) vai etaantyyko se origosta (a > 0). Tam3 yhdistettyna kiertoon, joka
on mukana tismalleen silloin kun b # 0, johtaa siis spiraalidynamiikkaan. Naiden
rajalla saadaan keskustapaus, a = 0, joka on siis pelkka kierto origon ympari.



Dys kvalitatiivisesti 4

Esimerkki 1: Olkoon y’ = < :1 _11

matriisieksponentin avulla saadaan spiraalinieluratkaisu

y:e_t( cos(t)  sin(t) ) .

—sin(t) cos(t)

y . Kerroinmatriisin spektri on —1 4/, joten

Alla ratkaisukadyrat origon ymparistossa neljasta eri alkupisteestd. Huomaa
kiertosuunta! Se on nyt myé&tapdivaan, koska b < 0.

s

Systeemi on ratkaistu Kreyszigissa vaihtoehtoisella menetelmalla.



Dys kvalitatiivisesti 5

Esimerkki 2: Olkoon
;o 4 1
y - 71 2 y .

Kerroinmatriisin ainoa ominaisarvo on 3, joten kyseessa on jonkinlainen ldhde.
Matriisille 16ytyy vain yksi ominaisvektori, joten diagonalisoiminen ei onnistu. Se on
kuitenkin similaari Jordan matriisin kanssa: A= TJT !, jossa

-1 -1 . 31
(3 3) R ().
Systeemin z’ = Jz (koordinaatistonmuunnos on siis y = Tz) ratkaisu on z(t) = e
Matriisieksponentiksi saadaan “nilpotenttimenetelmalld”

3t t 3tl+t 0 1
et —e\ 0 3t ) _ 0 0
__ 3t 0 1 _ 3t 1 t .
=e (I+t(0 0))_e (0 1), joten

A _ -1 _ . _ 3t 1+t t
e =Te" T " = _e(_t l—t)'

thy.

Tama tapaus on esimerkki degeneroituneesta lahteesta.



Dys kvalitatiivisesti 6

Alkuperiisen systeemin (siis y-koordinaateissa) kahdeksan ratkaisukdyraa:

Qutf23)=

Kuvan "epasymmetrialla” on syyns3: ominaisarvoa 3 vastaava ominaisvektori on
(1,—1)7, jonka suuntaisiksi kaikkien ratkaisujen on taivuttava origon l3heisyydess3.
Ymmarratkd miksi?

Tamakin on ratkaistu Kreyszigissd, (sekavalla) vaihtoehtoisella menetelmalla.



Dys kvalitatiivisesti 7

Esimerkki, 3d.: Tarkastellaan homogeenista systeemia x’ = Ax, jossa

—14 —-160 —40
A= 181 5 2
96 84 18

Tama voidaan saattaa ominaiskannan avulla huomattavasti hel[pommin
ymmarrettadvaan muotoon. Mathematicalla:

n7a= a={{-14, -160, -40}, {181, 5, 2}, {96, 84, 18}};

n74= B gensyst em[a]

our4= {{6 +180 i, 6 -180 i, -3}, {{-1+i, 1+1, 1}, {-1-1i, 1-1, 1}, {0, -1, 4}}}
ns= e ={{-1+4, 1+4, 1}, {-1-4, 1-4, 1}, {0, -1, 4}}

ours= {{-1+1, 1+14, 1}, {-1-14, 1-1, 1}, {0, -1, 4}}

ne)= p = Transpose [{Re [e [[1]11], Im[e [[1]]1], e[[3]]}]

ourel= {{-1, 1, 0}, {1, 1, -1}, {1, O, 4}}

in7ep= MatrixForm[ I nverse [p].a.p ]

Qut[79)/MatrixForm=
6 180 O
-180 6 O ]
0 0 -3



Dys kvalitatiivisesti 8

Siten uusissa koordinaateissa

6 180 O
y = —180 6 0 vy,
0 0 -3

josta nahdaan, ettd viimeinen komponentti on nyt riippumaton kahdesta
ensimmaisestd. Nama taas kayttdytyvat selvasti 2d spiraalidynamiikan mukaisesti
parametreilla a = 6 ja b = —180. Radat ovat 3d laajenevia spiraaleja, jotka “litistyvat”

kahden ensimmaisen komponentin maiardamaan tasoon kolmannen komponentin
|ahestyessa eksponentiaalisesti nollaa.




Dys kvalitatiivisesti 9




Sta biiIiSU us 1 (Kreyszig 4.4)

Yleisen n-ulotteisen homogeenisen differentiaaliyhtalosysteemin
x" = f(x), x € R kriittiset pisteet x* ovat tasmalleen yhtalon
f(x) = 0 ratkaisut.

Maaritelma

m Kriittinen piste x* on stabiili, jos jokainen ratkaisu x(t), joka
saapuu (t:n kasvaessa) johonkin x*:n avoimeen ymparistoon,
pysyy sellaisessa kaikkina myohempina aikoina.

m Jos x* ei ole stabiili on se epastabiili kriittinen piste.

m Jos patee, etta jokainen ratkaisu, joka saapuu x*:n johonkin
avoimeen ymparistoon, itse asiassa lahestyy x*:aa, sanotaan,
etta tama kriittinen piste on asymptoottisesti stabiili.

Avoimen ympariston sijaan voidaan usemmiten ajatella avointa,
x*-keskista kiekkoa. Asymptoottinen stabiilisuus on huomattavasti
vahvempi ominaisuus kuin stabiilisuus.



Sta biiIiSU us 2 (Kreyszig 4.4)

Esimerkki: Lineaarisen vakiokertoimisen systeemin ainoa kriittinen piste on origo.

Kaikki nielut spiraalilla tai ilman ovat asymptoottisesti stabiileja, kun taas kaikki
I3hteet ovat epastabiileja.

Satulapisteet ovat epastabiileja, koska ratkaisu pakenee darettomyyteen
ekspansiivisessa suunnassa.

Keskusdynamiikka on esimerkki stabiilista dynamiikasta, joka ei ole
asymptoottisesti stabiilia.

Edellakuvattu 3d esimerkki on epastabiili.



2d dyS SynteeSi 1 (Kreyszig 4.4)

Edelld olevat kvalitatiiviset luokat 2d systeemille x’ = Ax saadaan
hahmotettua kayttokelpoisella " uudelleenparametrisoinnilla”. Kun
huomataan, etta

det (A— M) =

ait— A anp
a1 axn — A

=2 — (a1 + a)\ + (311322 — a12a21)
= X2 — Tr(A)A + det A ,

jossa Tr on siis matriisin jalki, niin karakteristisen yhtalon
det (A — Al) = 0 ratkaisu on

Tr(A) + /(Tr(A))2 — 4 det A
Ay = : :

Huomaa, etta

det A=A A ja Tr(A)=As+A_.



2d dyS SynteeSi 2 (Kreyszig 4.4)

Jaljella ja determinantilla parametrisoituna edeltavat dynamiikan
tyypit sijoittuvat seuraavasti:

Det
Nielu (2. neljannes) Lahde (1. neljannes

Diskr. = Tr?— 4Det =

Keskus—__|

Spiraali Spiraali

Tr
Satula

Stabiileja ovat tasmalleen toisen neljanneksen systeemit.



Linearisointi 1 (kreyssig45)

Epalineaarisen systeemin x’ = f(x), x € R" autonomisuus
tarkoittaa sita, etta f ei riipu eksplisiittisesti ajasta. Systeemin
analyysissa on apua eraan lineaarisen systeemin tuntemuksesta.

Maaritelma

Tason epalineaarisen systeemin x' = f(x) linearisointi kriittisessd
pisteessd x* on systeemi x' = Ax, jossa kertoimena on Jacobin

matriisi
ofh  of
_ [5) 0.
A= 6’% 8X2 .
3X1 8X2 x=x*

Linearisointi perustuu siihen, etta riittdvan sadnndllinen (vahintaan
differentioituva) vektorifunktio f = (f1, f2) voidaan Taylor-kehittaa
kriittisessa pisteessa

f(x) = f(x*)+Df(x*)(x—x*)+--- = Df(x*)(x — x*) + o(x — x¥),



Linearisointi 2 (kreysic 45)

jossa Df on Jacobin matriisi ja viimeisin termi on haviavan pieni
riittavan lahelld x*:33 (g(t) = o(tX) tarkoittaa, etti % — 0 kun
t menee rajalleen). Ax on siis se lineaarisista funktioista, joka
muistuttaa eniten kuvausta f pisteen x* ymparistossa.

Lause

Mikali systeemin x' = f(x) kriittinen piste x* on eristynyt, f
riittavan saannoéllinen, det A # 0, A:n ominaisarvot erilliset, eivatka
puhtaan imaginaariset, on linearisoinnin x' = Ax tyyppi origossa
sama kuin alkuperaisen systeemin pisteessa x*.

Todistus ei ole aivan yksinkertainen, loytyy kirjallisuudesta.



Epalineaarista dynamiikkaa 1

Esimerkki 1: Epalineaarisella systeemilld voi olla paljon kriittisia pisteitd. Esimerkiksi
kun

)

x' = f(Xay) = _X+Xy2
— X2y

y =g(x,y)=x*

antavat yhtalot

{—><+><y2 =-—x(1-y*)=0
kriittisten pisteiden joukon {(x,y)| x =0} U {(x, y)| y = 1}.
Differentiaaliyhtadlosysteemi on ratkaistavissa separoimalla:
dy_x2—X2y_ xX2(1—y) _ X
dx  —x+xy2  —x(1—y2) 1+y’

josta (1 + y)dy = —xdx. Integroimalla tdma saadaan

1 1 1 1
y+5y2:—§x2+c = §(y+1)2+§x2:c'

eli ratkaisukayrat ovat (0, —1) -keskisid ympyroita.



Epalineaarista dynamiikkaa 2 (esis 45)

Esimerkki 2: Lotka-Volterra-malli on klassinen esimerkki epélineaarisesta systeemista.
Se on alunperin populaatiomalli, ns. saalis-saalistaja-malli, mutta sovellutuksia on
moneen muuhunkin yhteyteen, jossa muuttujien yhteenkombinoituminen on oleellista.

Alkuperdisessa muodossaan y; ja y» ovat kanien ja kettujen maarat jollakin laajalla,
mutta suljetulla alueella (ei populaatioden nettovirtausta ulos, eikd sisdan). Talldin
voidaan keskinaiset riippuvuudet perusmuodossaan kuvata yhtalgin

vi = fily1,y2) = ay1 — byryz
ys = faly1,y2) = kyryz — Iy2

jossa a, b, k ja | ovat posittiivisia vakioita. Ristitermi y;y> kuvaa kettujen ja kanien
kohtaamisten maaraa, joissa siis kanikanta karsii ja kettukanta saa kasvuvoimaa.
Oletuksena on, ettd kaneilla on tarpeeksi kasviksia, muita petoja ei ole ja ketut syovat
vain kaneja.

Systeemin kriittiset pisteet ovat (0, 0) ja (f, %) . Origion kohdalla linearisointi johtaa

matriisiin
of of
A — i @ o a— ky —by; . a o0
0= of 9f - ky2 ky1 —1 B 0o -/
o1 Oy y1=y2=0 y1=y2=0



Epalineaarista dynamiikkaa 3 (esis45)

Taman ominaisarvoille patee selvasti A= = —/ < 0 < a = A4, joten kyseessa on
satulapiste. Aiemmin esitetyn teorian nojalla (Lause Linearisointi 2 -kalvolla) tam3
paatelma patee myds epalineaarisen systeemin kriittiselle pisteelle.

Onko tulos jarkeenkdypa? Systeemi voidaan "hairitd"” pois origosta kahdella
kvalitatiivisesti hyvin erilaisella tavalla. Jos alkutila y1(0) on positiivinen, mutta pieni
ja y2(0) = 0, on seurauksena on kanien viestordjahdys, koska harventavaa
kettupopulaatiota ei ole. Tama on faasiavaruuden ekspansiivinen suunta. Jos taas
y1(0) = 0 eli kaneja ei ole ja y»(0) on positiivinen luku, kuolee kettupopulaatio
nalkaansa pois. Tama on faasiavaruuden kontraktiivinen suunta. Origon l3heisyydessa
dynamiikka on siis adrimmaisen herkka pienille populaationvaihteluille.

Toinen kriittinen piste kannattaa ensin siirtad origoon siirtymalld uusiin muuttujiin:
yi=u+ é, ¥2 = up + 7. Systeemi on silloin

/
u] <u1 + ;) (—bup)
a
<U2 + E) kuy

Linearisoimalla tam3 nyt origossa saadaan systeemin u’ = Aju kerroinmatriisiksi

0o b
(3 )
& 0

up



alineaarista dynamiikkaa 4 (Kreyszig 4.

jonka spektri on iv/al. Lineaarisella systeemilla on siis keskusdynamiikka, mutta
edeltiva teoria (Lause Linearisointi 2 -kalvolla) ei implikoi tat3d paitelmaa
alkuperaiselle systeemille. Tama on kuitenkin osoitettavissa todeksi systeemin
tarkemmalla analyysilla.

Huomaa, etta systeemin u’ = Aju yhtalot voidaan kertoa ristiin, jolloin saadaan

ak ,
—uu; = —— U
b 1 k 25
josta edelleen integroimalla
ak bl .
=2 + = 13 = vakio.
b k

Nama kayrat, ellipsit, ovat populaatioiden syklista vaihtelua kuvaavia jaksollisia ratoja.
Kiertosuunta on vastapaivaan, miksi?

Tassa esimerkissa populaatioiden dynaaminen tasapaino edellyttaa, ettd pysytaan
"kauhun tasapainossa” eli keskusdynamiikassa. Jos systeemi poikkeaa siita, lineaarinen
teoria viittaa siihen, ettd joudutaan joko spiraalinieluun (“kaikkien lajien sukupuutto”)
tai spiraalildhteeseen (“rajaton kasvu”, epirealistinen skenaario maailmassa, jossa on
vain darellinen m33aré resursseja).



Epalineaarista dynamiikkaa 5

Esimerkki 3: Tarkastellaan tason epalineaarista systeemia

{X/_'cl(x,y)—><+4y—><3—><y2
Y =h(xy)=—4x+y—xy—y*.

Pienelld paattelylld voi todeta, ettd ainoa kriittinen piste on origo. Jacobin matriisi
origossa on

on  of
Ox 9

on  oh

Ox Dy

Taman ominaisarvot ovat 1 + 4/, joten kyseessa on spiraalilahde.

_ 1—3x2 —y? 4 — 2xy
- —4 — 2xy 1—x2—3y?

x=y=0 x=y=0

Huomaamalla, ettd fi(x,y) = (1 — x% — y?)x + 4y ja fo(x,y) = —4x + (1 — x> — y?)y
saattaa alkaa epiill3, ettd yksikkdympyralld x2 + y2 = 1 on jotain erityistd merkitysta.
Silla alkuperdinen systeemi yksinkertaistuu muotoon

x"\ 0 4 X

yl - _4 0 y El
jossa kerroinmatriisin spektri on +4/. Siten on paateltavissa, ettd yksikkdympyra on
systeemin jaksollinen rata.



Epalineaarista dynamiikkaa 6

Ma3srittelem3lld z = (x,y)7 voidaan helposti analysoida ratkaisun etdisyytt3 origosta:

=2(1=2=y*) P +axy — by + (1-x" =) %)

=2 (1 — sz) zTz
eli etdisyyden nelio d toteuttaa yhtalon
d' =2(1-d)d.

Sen kriittiset pisteet ovat d = 0 eli origo ja d = 1, joka alkuperiisessa formulaatiossa
vastaa x-y -tason yksikkdympyraa.

Selvasti jos 0 < d < 1, on d kasvava ja kun 1 < d, on d viheneva. Siten
yksikkoympyra on rajasykli eli jaksollinen rata, jonka lahelle jokainen muu rata paatyy
asymptoottisesti.



Epalineaarista dynamiikkaa 7

Neljd myotapaivaan (b = —4 < 0) kiertdvaa spiraalirataa, jotka lahestyvat rajasyklia:

~
-

05
Z

Systeemi on itse asiassa eksplisiittisesti ratkaistavissa (harjoitus):

(5 )- \/||zo\|2+(11—||20||2)e_2t( e i) (Gl )
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Esimerkki 4: Balthasar van der Polin yht3l5 (n.

1927),
" 2 ! H
Y'=pd =y )y +y=0 p>0. 6 .
Purettuna kahden differentiaaliyht3lon systeemiksi 25
tama klassikko saa muodon 4 20
1 =
r_ = 2
x' ==y 01
X=p(l=y)x—y I
;o tal 3 i
y =x _y/:‘u,(yfy—fx> o
3
jossa jalkimmaisen johtoon on kaytetty Liénardin -2
3 ’
muunnosta x =y — % — y; Linearisointi osoittaa,
ettd nytkin origo on spiraalildhde (harjoitus). 4L

Talla systeemilla on p-riippuva rajasykli, oikealla.

Huomaa rajatapaus p | 0, ympyra, miksi? Yhtalo -6
liittyy elektronisten (putki)piirien vardhtelyihin;

analyysid naista I0ytyy Kreyszigista & 2 1 0 1 2
erikoisteoksista).
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Ensimmaisen 2d-esityksen mukainen van der Pol
-systeemi w:n arvoilla 0.2, 1, 2 ja 2.2. Kaikissa samat
alkupisteet ((£0.1,0) ja (£3,0)) ja aikajanne (0 — 50).
Huomaa dynamiikan kiihtyminen, kun p kasvaa.
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Esimerkki 5: Kuuluisin kaikista...
Edward Lorenzin systeemi (1963):

x'=o(y —x)
y'=x(p—2z)-y
z =xy — pz

ilmakehan virtauksille. Kun parametreja
varioidaan, ratkaisujen kayttdytyminen
vaihtelee rajusti. Lorenzin kayttamilla
arvoilla o =10, B =% jap=28
saadaan yhtaldista ulos kaoottisen
dynamiikan arkkityyppi. Oikealla sen
outo attraktori, jolle dynamiikka
asymptoottisesti keskittyy (origo
keskelld). Tdma on hyvin
kauaskantoinen yleistys rajasyklille.

Ratkaise attraktorin ominaisuudet...
(varma Nobeli)



