La place— muunnos (. 6.1) MS-C1340, 8/2014, Kari Eloranta

Matemaattisessa analyysissa on usein kayttokelpoista soveltaa
integraalimuunnoksia. Yksi tarkeimmista on Laplace-muunnos.

Maaritelma

R :lla maaritellyn, riittavan saannollisen funktion f
Laplace-muunnos on

F(s) = £(f)(s) = /0 T et (n)dt, s> 5

ja sen Laplace-kaanteismuunnos £71 : L71(F) = f(t).

Lause

Laplace muunnos on lineaarinen operaatio:

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g), Yo, B € R.

Tod.: Integrointi on lineaarinen operaatio. QED



Laplace-muunnos, s-siirros «- sy

Lause
Laplace-muunnoksen s-siirros: L (e?'f(t)) = F(s —a), s > so + a.

Tod.:

£(eF(2)) = /0 T et (e (1)) dt = / T et F(1)dt = F(s—a).

0

F(s):n ehto s > sp, implikoi olemassaoloehdon s > sy +a.  QED
Esimerkkeja:
B L(1) = [T e tldt = ;, s> 0.
s L(t") = (—%e*“t") o 4 2 [;7 e tt""ldt = 2L(t"71), joten induktiolla
tastd £(t") = ZL(1) = 7,5 > 0.
B L(e?) = [P e tettdt = [ e (7tdt = L s> a (tai edellisen kohdan ja

s—a’

ylldolevan Lauseen avulla).

m L(cosh (at)) = E( (et + e %)) = (si—a + s_%a) =27, s> al

1
2
u L(sinh (at)) = £( (e —e~2t)) = 1 (% - %) = 225, s> al.



Laplace-muunnos, olemassaolo - s

Jos f on paloittain jatkuva ja toteuttaa ehdon
|f(t)] < Ce, Vt € Ry joillekin positiivisille vakioille, ¢ ja C, on
Laplace-muunnos L(f) olemassa kaikille s > c.

Tod. - ~
o) =| [ e < [ e e
0 0
S/ e StCetdt = )
0 s—¢C
Ehto s > ¢ takaa viimeisen integraalin olemassaolon. QED

Tama on vain riittava ehto olemassaololle.

Esimerkki: £ (i) on olemassa, silla sijoituksella (1) st = x, s > 0 saadaan

Vit

<1 1 1 /°° 1 _ (2 1 o2 T
—e dt = — —e Ydx = — e Vdu=,/—,
/0 Vit VsJo Vx Vs Vs

jossa (2):ssa on kdytdssa sijoitus x = u? ja symmetria origon suhteen.



Laplace-muunnos, t-siirros «: ss

0 ,t<b
1 ,t>b

Lause

Laplace-muunnoksen t-siirros: L(15(t)f(t — b)) = e~PF(s).

Heavisiden porrasfunktio on 1,(t) = { . Nyt b > 0.

Tod.: Muuttujanvaihdolla u = t — b saadaan

[e.9]

L(1u(£)F(t — b)) :/b e~ (t — b)dt

:/ e D (4 du = e P F(s).
0

QED

Esimerkki: " Pulssifunktion” 1, (t) — 1p,(t), b2 > b1 > 0 Laplace-muunnos on
1
L(1p, (£) = 1py()) = (e —e*?2)L(1) = = (e~ —e™*2).
s

Tama, kuten Heavisiden funktiokin, on kateva saatoteoriassa tarkean "bang-bang”
ohjauksen formuloinnissa.



Laplace-muunnos, derivointi «- ss)

Derivoimalla ja integroimalla (analyysin standardirajoituksin)
Laplace-muunnosta saadaan kayttokelpoisia tuloksia:

Lause

Fi(s) = —L(tF(1)) Ja /OO Flu)du =1L <@) |

S|

Esimerkki:

aty __ 1 1 n— at _ 1
e = )~y

iteroimalla Lausetta. Samaan tapaan voidaan johtaa esimerkiksi

2ws

L(tsin(wt)) = [EFTEEE

Tallaiset tulokset ovat hyodyllisia esimerkiksi lineaaristen differentiaaliyhtildiden
ratkaisujen varahtelymoodien karakterisoinnissa.



Laplace-muunnos, konvoluutio 1 - s

Maaritelma

Funktioiden f, g : R — R konvoluutio maaritellaan kun t > 0

()0 = | Al — el

Konvoluutio * on (eksoottisemman nakdinen) funktioiden tulo
kuten tavanomainen pisteettdinen tulo f(t)g(t). Se voidaan

maaritella myos muilla tavoin, esimerkiksi Fourier-analyysissa

reaaliakselilla kayttokelpoisin muoto on

o0

(f*g)(t)z/ F(u)e(t — u)du, teR.

—0o0

Konvoluutiolla on erinomainen ominaisuus, joka paljastuu sita
vastaavassa integralimuunnoksessa, nyt Laplace-muunnoksessa.



Laplace-muunnos, konvoluutio 2 - es)

L(f x g)(s) = L(f)(s)L(g)(s) = F(s)G(s) -

Tod.:

£(f*g)(s):/ooo e—Sf/Ot F(u)g(t — u)dudt
:/ooo/ote_“f(u)g(t—u)dudt (Fubinin lause)

_ /OOO /uoo et (u)g(t — u)dtdu

_ /0°° F(u) {/ eStg(t— u)dt} du (t—u=w)

_ /0  F(u)e { /O h e_SWg(W)dW} du = F(s)G(s) .
QED



Laplace-muunnos, delta «. s

Konvoluutio on siis tulo funktioavaruudessa, jolle
m patee assosiatiivisuus, f x (gx h) = (f x g) x h ja
vaihdannaisuus: f x g = g * f,
m on olemassa yksikkoalkio 0: f xd = f.
Edeltdvan Lauseen nojalla siis £(§) = 1. Tama Diracin delta,
impulssifunktio, on ns. distribuutio eli “yleistetty funktio”. Se
maaritellaan

o jost=a

5(t—a):{ 0 jost+#a

lisdvaatimuksella, ettd [*°_&(t — a)dt = 1 kaikille a € R. Delta on
siis yksikkomassa keskittyneena yhteen pisteeseen.
Esimerkki: £(6(t — a)) = [ e™t6(t — a)dt = e7 [° 6(t — a)dt = e~ ja

L(14(t)) = &=, a> 0. Formaalisti £(1}) = s£(1.) — 1,(0) = e~ joten nihdaan,
ettd Diracin delta kdyttaytyy kuten Heavisiden derivaatta, ainakin integraaleissa.




Laplace-muunnos, derivaatan 1 « s>

Lause

Funktion f derivaatan muunnos: L(f') = sL(f) — f(0). Yleisesti

L(FM) = s"L(f) — s"HF(0) — s"2f/(0) — -+ — FIT1(0).
Maarétyn integraalin muunnos: L <fot f(u)du) =12(f)

Tod.: Osittaisintegroimalla

/OOO e_Stf’(t)dtzuli_)ngoe_suf(u)‘:—/OOO(—s)e_Stf(t)dt
= lim e f(u) — e *°f(0) + sL(f).

u—00
lim, 00 € *“f(u) =0 kun s > 0 ja f integroituva. Iteroimalla
argumenttia n kertaa saadaan yleinen kaava.

Integraalikaava seuraa, kun maarittelee g(t) = fot f(u)du, jolle
patee L(f) = L(g') = sL(g) — g(0) = sL(g). QED



Laplace-muunnos, derivaatan 2 « s2)

Esimerkki: Olkoon f(t) = cos (wt). Siten f'(t) = —wsin (wt) ja
f'(t) = —w? cos (wt). Toisaalta edellisen nojalla
—w?L(cos (wt)) = L(f") = s2L(f) — sf(0) — f'(0)
= s2L(cos (wt)) — scos (w - 0) + wsin (w - 0)
= s2£(cos (wt)) — s+ 0.

Tastd voidaan valittomasti ratkaista £(cos (wt)) =
Identtisella argumentilla

L(sin (wt)) =

52—‘1-0.)2.

Laplace-muunnoksella voidaan siis vaihtaa vaikea operaatio,
derivointi, yksinkertaiseksi, kertomiseksi s:lla! Talla on useita
tarkeita sovellutuksia.



Laplace-muunnos, differentiaaliyhtalon 1 «. 2

Esimerkki 1: Lineaarinen, vakiokertoiminen, epdhomogeeninen toisen asteen yhtalo
y"(t) +ay'(t) + by(t) = g(t), a,b€R
Laplace-muuntuu
s2Y(s) = sy(0) — y'(0) + a(sY (s) — ¥(0)) + bY (s) = G(s),
josta edelleen merkinnilld Q(s) = ﬁlﬂ—b ja R(s) = G(s) + (s + a)y(0) + y'(0)
Y(s) = Q(s)R(s) - 1)
Huomaa, ettd y(0) ja y’(0) ovat tallaisen yhtdlon normaali alkuarvodata. Menetelmian
menestyksellisyys kulminoituu siis tulolausekkeen (1) Laplace-kddnteismuuntamisen

mahdolliseen hankaluuteen.

Funktio Q(s) ylla on esimerkki siirtofunktiosta. Siihen tiivistyy
informaatio systeemin rakenteesta, joka on siis riippumaton
alkudatasta ja ohjauksesta. Yhtalon ratkaisu on sen ja vain
alkudatasta ja ohjauksesta riippuvan funktion £~ (R) konvoluutio.



Laplace-muunnos, differentiaaliyhtalon 2

Esimerkki 2: Joskus kddnteismuuntaminen sujuu hyvin helposti. Tarkastellaan
seuraavaksi yhtaloa
,0<t<1

4 s — () =
x""+2x = r(t) {0,1§t

alkuarvoilla x(0) = x’(0) = 0. Laplace-muunnettuna ja ratkaistuna tdma on

1

X(s) = QER(E) = 5

R(s),

joten ratkaisu on funktioiden q(t) = £~! (5212) = % sin (v/2t) ja r(t):n
konvoluutio. Siten kun 0 <t <1

(8) = (g 1) (t) = %/Otsin (Va(t — v)) du
:% (1 — cos (ﬁt)) s

kun taas valilla 1 < t (huomaa integraalin ylaraja, johtuu r:sta!)

x(t) :% /(;l sin (\/i(t — u))du

:% (cos (\@(t - 1)) — cos (ﬁt)) :



Laplace-muunnos, differentiaaliyhtalon 3

Esimerkki 3: Ratkaistaan positiivisella reaaliakselilla yhtalo

3,0<t<6

"1 5x +6x = f(t) =
x"" 4+ 5x" +6x (1) {0,6§t

alkuarvoilla x(0) = 0 ja x’(0) = 2.

Tehtavan voi selvittaa kuten edelld konvoluutiolla tai paloittain; ratkaista ensin valilla
0 < t <6 ja sen jilkeen ratkaista toistamiseen, ottamalla x(6) ja x’(6) uusiksi
alkuarvoiksi valille 6 < t.

Vaihtoehtoisesti voi huomata, ettd f(t) = 3(1o(t) — 16(t)), joka muuntuu
F(s) = %(1 — e7%%). Laplace-muunnettuna yht3ld saa muodon

(s2 4+ 55 + 6)X(s) = 2+ F(s),

josta

2543 g 3
Tss12)(s13)  © s(st2)(s+3)

_(L+; ;) (i ;+;)
T \2s  2(s+2) s+3 2s  2(s+2) s+3/)°

X(s)



Laplace-muunnos, differentiaaliyhtalon 4

Kaantamalla tama saadaan ratkaisuksi

X(t) — (% 4 16721‘ _ ef3t) _ (1 _ §672(t76) + e73(t76)) 16(t)

2 2 2
eli 1 1
S le™ 73 0<t<6
2 2
x(t) = 1 3
<5672t _ e*3t) + <§ef2(t76) — e73(t76)) s 6 S t.

Ohjausfunktion f(t) ja differentiaaliyhtélon ratkaisun x(t) kuvaajat.



Osamurtokehitelmista 1 «. o4

Mikali ohjausfunktion muunnos on polynomi, on ratkaisussa
kaanteismuunnettavana rationaalifunktio (polynomien osamaara).
Tallaisten kaantamiselle on oma tekniikkansa.

Osamurtokehitelmdssa rationaalilauseke esitetaan nimittajan
tekijoiden mukaan summamuodossa. Jos nimittajassa kaikki juuret
ovat reaalisia ja yksinkertaisia, on sen kehitelma muotoa

n

1 Ai
=> ——, A€eR
S — a;

(s—a1)(s—a) - (s—an) —

Moninkertaista juurta vastaten kehitelmaan lisataan termeja:

1 A
(s —a)ni — Z (s —ap)k’

k=1



Osamurtokehitelmista 2 «. o4

Mikali kehitettavana on lauseke, jossa on muotoa 2+ > olevia
termeja, on ne esitettava joko kuten edella, mutta
kompleksijuurten avulla,

A B
G + C2 C; € C  tai muodossa As+ B A B€eR.

s—ia s+ia 52

Esimerkkeja:
s3—4s2 + 4 Al A Az Ag

P2(s—2)(s—1) s 2 s—2 s—1

Kertomalla tama auki ja vertaamalla sk termien kertoimia, k = 0,...,3, saadaan
algebralliset yhtalot, joista helposti: A; =3,A2 =2 ja A3 = Ay = —

Vastaavalla tavalla s:n potenssit erottamalla voidaan yritteen

1 o B: " B> Bss + By
(s+1)2(s2+4) s+1 (s+1)2 s2+4

2 - 3
, Bi=—2jaBi=—2.

U1\>—-

kertoimet ratkaista: By = %, By =



Differentiaaliyhtaloryhman Laplace-muunnos 1 « s

Jokainen n:nnen kertaluvun lineaarinen, vakiokertoiminen
differentiaaliyhtalo voidaan sijoituksilla palauttaa n:n lineaaristen,
vakiokertoimisten differentiaaliyhtalon ryhmaksi. Esimerkiksi
edeltavat toisen asteen yhtalot palautuvat kahden yhtalon ryhmiksi.

Esimerkki: Tutkitaan epahomogeenista systeemia

Y{ = anyr + any2 + g1 ,
— y =Ay+g,

Y§ = az1y1 + any? + &

joka on Laplace-muunnettuna (Y; = Yi(s) = L(yi)(s), Gi(s) = L(g), i =1,2)

sY1 —y1(0) =an Y1 +anY2 + G ( ' > — (sl — A)! ( y1(0) + Gy ) .
sYo —y2(0) = am Y1 +an Yo + G Y2 ¥2(0) + G2

Differentiaaliyhtdloryhma on siis muuttunut algebralliseksi yht3dléryhmaksi, joka
ratkeaa, kun siirtofunktio on olemassa eli s/ — A ei ole singulaari (eli s ei ole A:n
ominaisarvo).



Differentiaaliyhtaloryhman Laplace-muunnos 2 « s

Esimerkki: Tarkastellaan uudelleen systeemia

n=-n+y
Vi=-y1—y2,

joka Laplace-muunnettuna saa muodon

sY1—y1(0)=-Y1+ Y2
sY2—y(0)=-Y1-Y2.

T&mé& on matriisimuodossa A(s)Y(s) = y(0), jossa
[ s+1 -1 _{ Yi(s) - _( »n(0)
A= (10 ) ve=(Rg) B ovo=(20))-
Koska 1
—1 _ s+ 1 1 _ 2
A (s)_—detA( 1 s+1)’ detA=(s+1)"+1,
saadaan ratkaisut muunnokset:

0 1 0
Yi(s) \ _ 1 s+1 1 n() \_ 2
Ya(s) ) — (s+1)2+1 -1 s+1 y2(0) ) y2(0)(s+1)—y1(0) :

(s+1)2+1



Differentiaaliyhtaloryhman Laplace-muunnos 3 e

Kaanteismuuntaminen on nyt normaalia skalaarifunktioilla operoimista.
Laplace-muunnoksen s-siirros sddnnosta ndhdaan, ettd (s+1)-tekija merkitsee
kiainteismuunnoksessa tekijas e~ . Toisaalta on jo aiemmin laskettu, ettad

1
E_1<211>:cost ja £_1(2+1):sint.
s s

Siten lopullinen ratkaisu:

( » ) :e*t( y1(0) cos t + y»(0)sin t ) '

¥2 y2(0)cost — y1(0)sin t

Vertaa niitd (ja menetelm33!) aiemmin matriisieksponentilla johdettuihin ratkaisuihin.



