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Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Satunnaismuuttujat

e Jos satunnaisiimiota halutaan mallintaa matemaattisesti, on
IImidn tulosvaihtoehdot kuvattava numeerisessa
muodossa.

 Jos satunnaiskokeen tulos ei ole valmiiksi reaaliluku, se
voidaan usein luontevasti muuntaa reaaliluvuksi jollakin
funktiolla, joka suorittaa kuvauksen otosavaruudesta S
reaalilukujen joukkoon R. Tdma kuvaus on
satunnaismuuttuja.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Satunnaismuuttujan maaritelma:

e Olkoon X funktio otosavaruudesta S reaalilukujen
joukkoon R :

X:S—>R
Jos X on 'mitallinen’, niin X on satunnaismuuttuja.

* Voidaan osoittaa, etta diskreetit ja jatkuvat satunnais-
muuttujat — joita talla kurssilla pelkastadan kasitellaan —
ovat mitallisia funktioita.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Esimerkki:

Sukupuolen maaraytyminen —1/2

Tarkastellaan sukupuolen maaraytymista satunnaisilmiéna.
Alkeistapahtumat:
Tytto, Poika
Otosavaruus:
S = {Tytto, Poika}
Maaritelldan reaaliarvoinen funktio X : S — R, joka liitt4a otos-

avaruuden S alkioihin numeerisen koodin eli reaaliluvun seuraavalla
tavalla:

Tyttd — 1
Poikn — O

Funktiota X kutsutaan satunnaismuuttujaksi, koska sattuma maaraa
miké& funktion arvoista realisoituu, vaikka X on funktiona taysin
maaratty.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Esimerkki:

Sukupuolen maaraytyminen — 2/2

Tehd&an seuraava, Suomen vakilukutilastoihin vuosilta 1991 — 95
perustuva oletus niisté todennakdisyyksista, joilla X saa arvonsa:

Pr(X=1) = 0.4902
Pr(X=0) = 0.5098
Satunnaismuuttujan X arvot ja niihin liitetyt todennako6isyydet

muodostavat yhdessa satunnaismuuttujan X todennakaoisyys-
Jjakauman.

Satunnaismuuttuja X ja sen todenndkoisyysjakauma muodostavat
tilastollisen mallin eli todennakdisyysmallin sukupuolen
maaraytymiselle satunnaisiimiona.

(Koska méaritelty satunnaismuuttuja X saa vain erillisia arvoja, sita
sanotaan diskreetiksi. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-
Jakaumaa.)
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Todennakoisyysjakauma:

Maaritelma

e Satunnaismuuttujan X todennakoisyysjakaumalla (tai
Jjakaumalla) tarkoitetaan kuvauksen

X:S—>R
reaalilukujen joukkoon indusoimaa todennéakaoisyysmittaa.

e Satunnaismuuttujan todennakoisyysjakauma kuvaa koko
otosavaruuden todennakdoisyysmassan (= 1) jakautumista
satunnaismuuttujan arvoalueelle.
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Satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Kommentteja

« Satunnaisilmioon liittyvat todennakdisyydet hallitaan
taydellisesti, jos satunnaisiimion tulosvaihtoehtoja
kuvaava satunnaismuuttuja ja sen todennakdaisyys-
jakauma tunnetaan:

Kaikkien satunnaisilmioon liittyvien tapahtumien
todennakdisyydet voidaan maarata ilmion tulosvaihto-
ehtoja numeerisessa muodossa kuvaavan satunnais-
muuttujan ja sen todennakoisyysjakauman avulla.

© Milla Kibble (2013)



Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Satunnaismuuttujien tyyppeja

e Satunnaismuuttuja maariteltiin edella (mitallisena)
funktiona otosavaruudesta reaalilukujen joukkoon.

« Mitalliset funktiot voivat olla funktioina hyvinkin
monimutkaisia.

» Kaikissa tilastotieteen tavanomaisissa sovelluksissa
tullaan kuitenkin yleensa hyvin toimeen seuraavien
satunnaismuuttujien tyyppien kanssa:

(1) Diskreetit satunnaismuuttujat.
(2) Jatkuvat satunnaismuuttujat.

« Jatkossa rajoitutaan pelkastaan diskreettien ja jatkuvien
satunnaismuuttujien kéasittelyyn.
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
>> Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakdéisyysjakaumat
Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakdisyysjakaumat
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetti satunnaismuuttuja:

Maaritelma

e QOlkoon otosavaruus S aarellinen tai numeroituvasti
aareton.
o Talloin reaaliarvoinen funktio
X:SHoR

joka saa aarellisen tal numeroituvasti aarettoman maaran
erillisid arvoja on diskreetti satunnaismuuttuja.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Diskreetit suureet

 Diskreetit satunnaismuuttujat littyvéat sellaisiin
todennakoisyyslaskennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan

diskreetteja suureita.
o Esimerkkejé:
—  laatuerot (koodattuina numeerisiksi)
— luokittelut ja rynmittelyt (koodattuina numeerisiksi)
—  Jarjestysluvut
— lukumaarat
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Diskreetit satunnaismuuttujat

Esimerkkeja

Kone tekee tuotetta n kpl paivassa. Satunnaisesti valittu tuote on
viallinen todennakodisyydelld p. Viallisten tuotteiden lukumaara paivan
aikana tehtyjen tuotteiden joukossa on diskreetti satunnaismuuttuja,
joka noudattaa binomijakaumaa.

Pyydystetaan jarvesté joukko kaloja, merkitdan ne ja paastetdan
takaisin jarveen. Odotetaan niin kauan, etta merkityt kalat ovat
sekoittuneet merkitseméattomien kalojen joukkoon. Pyydystetdén
jarvesta uusi joukko kaloja. Merkittyjen kalojen lukumaara uudessa
pyynnissa on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa
hypergeometrista jakaumaa.

Palvelujonoon tulee keskimaariin k asiakasta aikayksikkda kohti.
Jonakin aikavalina saapuvien asiakkaiden lukumaara on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Maaritelma 1/2

e QOlkoon otosavaruus S aarellinen tai numeroituvasti
aareton.

o Olkoot diskreetin satunnaismuuttujan X : S — R saamat
arvot eli numeeriset tulosvaihtoehdot:

X;,1=1,2,...,n,jos S on aarellinen
X;i,1=1,2,3,...,]0s S on numeroituvasti aaretdn

» Merkitadan diskreetin satunnaismuuttujan X arvojen
joukkoa kirjaimella T:

T ={Xy, Xy, ..., X,}, Jos S on aarellinen
T = {Xy, X5, X3, ... }, JOS S On numeroituvasti aareton
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Maaritelma 2/2

» Reaaliarvoinen funktio f méérittelee diskreetin
satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktion , jos

(1) f(x)=Pr(X =x)kaikille x, T
2)  f(x)>0Kkaikillex T

3 D f(x)=1
i|XieT
* Todennékaoisyys
Pr(X =x) =1(x;) = p;
on satunnaismuuttujan X arvoa x; vastaava piste-
todennakaisyys.

© Milla Kibble (2013)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Pistetodennakdisyysfunktio:

Toinen maaritelma

o Olkoot f diskreetin satunnaismuuttujan X pistetoden-
nakoisyysfunktio, T sen tulosvaihtoehtojen joukko ja

f(x)=Pr(X=x)=p,,% €T
satunnaismuuttujan X arvoa x; vastaava pistetoden-
nakaoisyys.
o Satunnaismuuttujan X pistetodennakaoisyysfunktio
voidaan maaritella kaikille reaaliluvuille kaavalla

p,, XeT

f (X)=Pr(X :x):{0 T

© Milla Kibble (2013)
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Pistetodennakadisyysfunktio: Kommentteja

 Jos f on diskreetin satunnaismuuttujan X
pistetodennakdisyysfunktio, niin sanomme tavallisesti, etta
X noudattaa diskreettia todennakaoisyysjakaumaa f .

 Diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyys-
funktio f kertoo, miten otosavaruuden S todennakoisyys-
massa (= 1) jakautuu satunnaismuuttujan X arvoille.
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat

Pistetodennakaoisyysfunktion kuvaaja:

Havainnollistus

e Satunnaismuuttujan X
pistetodennakdisyysfunktiota

f(x)=Pr(X=x)=p,,% €T
kuvataan graafisesti ns.
piikkifunktiolla, piirtamalla
pisteisiin x; "piikit”, joiden
pituudet vastaavat piste-
todennakdisyyksia

Pr( X =x) = p;

Pistetodennéako6isyysfunktiota vastaava piikkifunktio

(X, py)
18
(Xi1 » Pig)
' ?- ' (Xi+1 , pi+1)
!
(Pia Pi+1
) J |
Xi—l X| Xi+1
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Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennéakoisyysjakaumat
Reaaliakselin valien todennakdisyydet

Diskreetin jakauman tapauksessa valin [a,b] < R toden-
nakoisyys on

Pra< X <h)= > Pr(X=x)= > f(x)

i| x;€[a.b] i| x;€[a.b]

Summassa lasketaan yhteen kaikki pistetodennakdisyydet
p; =Pr(X =x;)

joita vastaavat satunnaismuuttujan X arvot x; € [a, b].

Geometrisesti ko. summan méaraaminen merkitsee niiden
piikkifunktion piikkien pituuksien yhteenlaskemista, joita
vastaavat satunnaismuuttujan X arvot x; € [a, b].
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Diskreetti tasainen jakauma
Esimerkki: Diskreetti tasainen jakauma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset
arvot ovat X, X,, ... , X, .

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin
X1, Xo, «.. , X lHittyvat todenndkdisyydet ovat yhta suuria:

1
Pr(x :Xk)zﬁ, k:1,2,...,n

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
diskreettid tasaista jakaumaa. Esimerkiksi virheettoman
nopan heiton tulos X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka
noudattaa diskreettia tasaista jakaumaa.
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Diskreetti tasainen jakauma
Pistetodennakaoisyysfunktion kuvaaja

Diskreetti tasainen jakauma

« Kuva oikealla esittaa diskreetin 0.3
tasaisen jakauman
f(x)=%,x=1,2,3,4,5,6 | .
pistetodennakdisyysfunktiota. o1 |
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Satunnaismuuttujat ja todennakoisyysjakaumat

Satunnaismuuttujat ja niiden todennako6isyysjakaumat
Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden todennakdisyysjakaumat
>> Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuva satunnaismuuttuja:

Maaritelma

e Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos seuraavat kaksi ehtoa
patevat:

(1) Satunnaismuuttuja X saa kaikki reaalilukuarvot
joltakin reaaliakselin valilta.

(2) Todennakoisyys, ettd satunnaismuuttuja X saa minka
tahansa yksittaisen arvon = 0.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat suureet

 Jatkuvat satunnaismuuttujat liittyvéat sellaisiin
todennakoisyyslaskennan sovelluksiin, joissa tarkastellaan
Jatkuvia suureita.

o Esimerkkejé:

—  aika - paino
—  nopeus —  lampdtila
—  pituus, pinta-ala, tilavuus —  rahamaara, korko
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Jatkuvat satunnaismuuttujat

Esimerkkeja:

» Palvelujonoon tulee asiakkaita keskimaariin k kappaletta aikayksikkoa
kohden. Odotusaika seuraavan asiakkaan tulolle jonoon on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa.

* Viisivuotiaiden tyttdjen pituus on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka
voidaan sanoa noudattavan approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Tiheysfunktio:
Maaritelma

» Reaaliarvoinen funktio f maarittelee (todennakoisyys-)
tiheysfunktion jatkuvalle satunnaismuuttujalle X, jos

(1) f(x) on x:n jatkuva funktio
(2) f(x)=>0kaikille x

(3) T f(x)dx=1

(4) Pra<X <hb)= j)- f (x)dx

« Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f maarittelee
satunnaismuuttujan X todennékaoisyysjakauman.
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat

Tiheysfunktion kuvaaja:
Havainnollistus

» Kuva oikealla esittaa
normaalijakaumaa noudattavan
jatkuvan satunnaismuuttujan X
tineysfunktiota f(x).

o Jatkuville satunnaismuuttujille X
pétee yleisesti:

Pr(a< X <h)

:j' f (x)dx

= Alueen A pinta-ala

Tiheysfunktio f(x)

© Milla Kibble (2013)
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Jatkuva tasainen jakauma
Esimerkki: Jatkuva tasainen jakauma

« Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalueena reaaliakselin
aarellinen vali [a, b].

e Olkoot [c,, d;] Ja[C,, d5] Valin [a, b] kaksi mielivaltaista,
samanpituista osavalia:

[c;, di] = [a, b]
[C,, d,] = [a, b]
d,-c¢,=d,-c,
e Oletetaan, etta véleihin [c,, d,] Ja [C,, d,] liittyvét
todennakdisyydet ovat yhta suuria:
Pr(X €[c,,d,]) =Pr(X €][c,,d,])
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Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen

tiheysfunktio

e Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
(0,x<a

1

f(x) =1+ ,as<x<hb

b—a
\O,x>b

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa parametrein a ja b.
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Jatkuva tasainen jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

« Kuva oikealla esittaa jatkuvan
tasaisen jakauman

Tasa(a, b)
tiheysfunktiota

fx_— as<x<h
(X) o

Tasa(a, b)

© KE (2014)
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Jatkuva tasainen jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

jatkuvasta tasaisesta jakaumasta

e Olkoon X ~ Tasa(a, b).
e Olkoon [c, d] < [a, b] jokin vélin [a, b] osavali.

« Valin [c, d] todennakoisyys saadaan integroimalla jatkuvan
tasaisen jakauman Tasa(a, b) tiheysfunktio

f(x):bi,asxsb
valilla [c, dJ:
d-c

d
Pr(chsd):jf(x)dx:n
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Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 1/2

« Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja ja f vastaava
pistetodennakoisyysfunktio.

o Olkoon {Xy, X5, X3, ... } satunnaismuuttujan X arvojen
joukko.

 Pistetodennakadisyysfunktion f arvo pisteessé x; on
todennakoisyys:

f(x)=Pr(X =x)
» Koska funktion f arvo pisteessa x; on todennakadisyys, niin
0<f(x) <1

© Milla Kibble (2013) 31



Jatkuvat satunnaismuuttujat ja niiden todennakoisyysjakaumat
Diskreetit jakaumat vs jatkuvat jakaumat 2/2

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja ja f vastaava
tiheysfunktio.

* Reaaliakselin valien todennédkdisyydet saadaan kaavasta

Pr(a< X <h) :i f (x)dx

« Kaoska funktion f arvo pisteessa x el ole todennakdisyys, on
mahdollista, ettd f(x) > 1.

© Milla Kibble (2013) 32



Todennakdisyyslaskenta

Osa 2: Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

. Satunnaismuuttujat ja todenndkoisyysjakaumat
. Kertymafunktio

© KE (2014)
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Kertyméafunktio
Kertymafunktion maaritelma

o Satunnaismuuttujan X kertymafunktio F

F(x)=Pr(X <x)

kuvaa satunnaismuuttujan X todennakoisyysmassan
kertymista, kun funktion argumentti x kasvaa.

o Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio maaraa kaikkien ko.
satunnaisilmidon liittyvien tapahtumien todennakaoisyydet.
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 1/2

* Funktio F : R — [0,1] on kertyméfunktio, jos ja vain jos
se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) lim___ F(x)=0

2) lim_.., F(x) 1

(3) F onei-vaheneva:
F(x) < F(X,),Jos X <X,

(4) F on jatkuva oikealta:
lim F(x+h)=F(x)

h—>0+
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Kertymafunktio: Maaritelma
Kertymafunktion ominaisuudet 2/2

» Edellisen liséksi patee :

(5) Pr(X >x)=1-F(x)
(6) Pr(a< X <b)=F(b)-F(a)

© Milla Kibble (2013)
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Kertymafunktio

Kertymafunktio: Maaritelma
>> Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

© Milla Kibble (2013)
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktion méaaritelma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja jonka arvojen
joukko on {xy, X,, X3, ... } Ja pistetodennakdisyydet ovat

Pr(X=x)=p ,1=12.3,...

o Maaritelldan diskreetin satunnaismuuttujan X
kertymafunktio kaavalla

F(X)=Pr(X<x)= > p,

i %<x

 Huom. Diskreetin jakauman kertymafunktion ja
pistetodennakoisyysfunktion yhteys:
f (Xi) =Pr(X = Xi) =Pi = F(Xi)_ F(Xi—l)
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Diskreetin jakauman kertymafunktio on

porrasfunktio

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio F on
epdjatkuva ei-vaheneva funktio, jolla on epajatkuvuus-
kohta eli hyppays jokaisessa pisteessa x; , johon liittyy
positiivinen todenndkaoisyys

Pr(X=xy) = p;
Hyppayksen suuruus pisteessa x; on p; .

Kertymafunktio saa vakioarvon perakkaisten pisteiden
X;_4 Ja x; valissa.

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on siten
porrasfunktio, jossa todennakdisyydet p;, maaraavat
askelmien korkeudet ja erotukset x; — x;_; maaraavét
askelmien syvyydet.

© Milla Kibble (2013)
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Esimerkki:
Onnenpyodra 1/4

e Onnenpyodran pinta on jaettu
viiteen sektoriin

A B,CDE

» Sektoreiden pinta-alojen osuudet
onnenpyoran kokonaispinta-alasta
on esitetty alla:

Sektori %
A 30
B 25
C 20
D 15
E 10

Summa 100

© Milla Kibble (2013)
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyora 2/4

o Maaritellaan diskreetti
satunnaismuuttuja X, joka liittaa
tulosvaihtoehtoihin

A B C D E
reaaliluvut seuraavalla tavalla:
A 1

"

m o O W
VL

© Milla Kibble (2013)
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyodra 3/4

« Satunnaismuuttujan X piste-
todennakdisyysfunktio f voidaan
maaritelld seuraavasti:

f(1) = Pr(X = 1)= 0.30 = Pr(A)
f(2) = Pr(X = 2)= 0.25 = Pr(B)
f(3) = Pr(X = 3)= 0.20 = Pr(C)
f(4) = Pr(X = 4)= 0.15 = Pr(D)
f(5) = Pr(X = 5)= 0.10 = Pr(E)

Pistetodennékoisyysfunktiota vastaava piikkifunktio
04
(1, py)
31 1 (21 p2)
1 (31 p3)
027 1 (41 p4)
| (5’ p5)
0.1 ¢ ‘
0 ; ; ; . —
1 2 3 4 5
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Diskreettien jakaumien kertyméafunktiot
Esimerkki:

Onnenpyodra 4/4

e Satunnaismuuttujan X kertyma-
funktio F voidaan maaritella alla
olevan taulukon avulla.

 Kuva oikealla esittaa esimerkin
kertymafunktion kuvaajaa.

F(x) = Pr(X <x)

x<1 |0
1<x<2|p1=0.3
2<x<3|py1+p2=0.55

1.2

0.8

0.6 1

0.4

0.2

Kertymafunktio

o—;p5

o ¢p4

P3

S |

‘4—}
=
(N

P1

41 +—»

3<x<4 p1+p2+p320.75

4<x<5[p1+pP2+ps+ps=0.9

5<X [PitpPatpst+pstps=1
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Kertymafunktio

Kertymafunktio: Maaritelma
Diskreettien jakaumien kertymafunktiot
>> Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot

© Milla Kibble (2013)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman kertyméafunktion maaritelma

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja.
e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).

o Maadritellaan jatkuvan satunnaismuuttujan X
kertymafunktio kaavalla

F(x)=Pr(X <x)= j f (t)dt
« Huom. Jatkuvan jakauman kertymafunktion ja
tiheysfunktion yhteys:

f(x)=F'(x)=%F(x)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman tiheysfunktio ja

valien todennakoisyydet: Havainnollistus

e Olkoon f(x) jatkuvan

Tiheysfunktio f(x)

satunnaismuuttujan X
tiheysfunktio.

o Talloin:
Pr(a< X <b)

=j' f (x)dx

= Alueen A pinta-ala

e Kuva oikealla esittdd normaali-
Jakauman tiheysfunktiota.

© Milla Kibble (2013)
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Jatkuvien jakaumien kertymafunktiot
Jatkuvan jakauman kertymafunktio ja

valien todennakoisyydet: Havainnollistus

Olkoon F(x) jatkuvan
satunnaismuuttujan X
kertymafunktio ja f(x) sen
tiheysfunktio.

Tallsin: F(b)
Pr(a< X <h)
~F(b)~F(a)
=i f (x)dx F(a)

Kuva oikealla esittda normaali-
Jakauman kertymafunktiota.

1.2

Kertymafunktio F(x)

—

© Milla Kibble (2013)
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Todennakdisyyslaskenta

Osa 2: Satunnaismuuttujat ja
todennakoisyysjakaumat

. Jakaumien tunnusluvut

© KE (2014)
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Jakaumien tunnusluvut

>> Qdotusarvo
Varianssi

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Maaritelma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

o Olkoon {Xy, X5, X3, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

» Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakaisyysfunktio
fx;)=Pr(X=x)=p;,1=1,2,3, ...

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on vakio

E(X) =2 % f(x)

Odotusarvolle voi myo6s kayttda merkintda 4y .

© Milla Kibble (2013)



Odotusarvo
Diskreetin jakauman odotusarvo:

Kommentteja

* Vaikka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti ko. satunnaisilmion toistokerrasta toiseen,
satunnaismuuttuja saa keskimaarin arvoja, jotka
vaihtelevat sen odotusarvon ympérilla.

« Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman toden-
nakoisyysmassan painopiste.

« Diskreetin jakauman odotusarvon ei tarvitse kuulua ko.
satunnaismuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo

Diskreetin jakauman odotusarvo:

Esimerkki nopanheitosta

* Nopanheittoon liittyvan
diskreetin tasaisen jakauman
pistetodennakdisyysfunktio on
muotoa

PMXzDz%JzLZ&A&G

 Satunnaismuuttujan X
odotusarvo:

amziwmumzi%

1+2+3+4+5+6 21
6 6

=3.5

Pistetodennékoisyysfunktio

0.3

02

01 ¢
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Maaritelma

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja.
e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on vakio

E(X) =y, :Txf (x)dx

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Kommentteja

* Vaikka satunnaismuuttujan saama arvo vaihtelee
satunnaisesti koetoistosta toiseen, satunnaismuuttuja saa
keskimaarin arvoja, jotka vaihtelevat sen odotusarvon
ymparilla.

« Jos jakaumalla on odotusarvo, se on jakauman
todennakoisyysmassan painopiste.

« Jatkuvan jakauman odotusarvo kuuluu aina ko.
satunnaismuuttujan tulosvaihtoehtojen joukkoon.

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta

« Jatkuvan tasaisen jakauman

Jatkuva tasainen jakauma

tineysfunktio on

——— a<x<b
f(xX)=<b-a

0, muulloin
e Jakauman odotusarvo on

E(X) :T xf (x)dx

b

1/(b-a)

= x-idx

a 1\ b

b—a

a

~ a7

=(b+a)/2=a+(b-a)/2

I
E(X)=a+ (b— a)/2

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki kolmiojakaumasta

» Erdan kolmiojakauman Kolmiojakauma

tiheysfunktio on 1.2
—1x+1,0<x<2 11
f(x)= .
0, muulloin 0.8 1
« Jakauman odotusarvo on oo
1Y 04 1
E(X):__[ xf (x)dx o
2 0 ‘
:J'x(—%x+l)dx 1 0 g1
0 I
=[—%X3+%x2 j E(X) = 2/3

© Milla Kibble (2013)



Odotusarvo
Jatkuvan jakauman odotusarvo:

Esimerkki normaalijakaumasta

 Normaalijakauman Normaalijakauma

tiheysfunktio on

f(x) = G\/_exp{ (X_“T}

* Normaalijakauman
tineysfunktio on symmetrinen
pisteen X = x suhteen.

* \/oidaan osoittaa, etta

normaalijakauman odotusarvo A

E(x) = 1 |
. : E(X)=u
ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

© Milla Kibble (2013)



Odotusarvo
Odotusarvon olemassaolo

o Jakaumalla el valttamatta ole odotusarvoa.

 (Odotusarvon olemassaololla tarkoitetaan diskreetin
jakauman tapauksessa sita, etta

leilf(xi)<oo

ja ja1+:kuvan jakauman tapauksessa sita, etta
j|x| f (x)dx < oo

—00

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Odotusarvo ja todennakdisyysmassan painopiste

« Jos jakaumalla on odotusarvo, se yhtyy aina ko. jakauman
todenndkdisyysmassan painopisteeseen.

e QOlkoon
E(X) = u
satunnaismuuttujan X odotusarvo.
 Jos satunnaismuuttujan X jakauma on symmetrinen pisteen
X=a
suhteen, niin
u=a
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Odotusarvo
Odotusarvon ominaisuuksia

e Vakion odotusarvo on vakio itse, koska se ei vaihtele
koetoistosta toiseen:

E(a)=a

e Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X).

Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnokselle Y =a + bX (a

ja b vakioita) péatee:

E(Y)=a+bE(X)

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Lineaarimuunnoksen odotusarvo:

Kommentteja

o Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee
satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

e Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannollisuuskertoimella b muuttaa
satunnaismuuttujan X jakauman todennakdisyysmassan
painopistettd samalla kertoimella.

« Vakion a lisédminen satunnaismuuttujaan X merkitsee
satunnaismuuttujan X jakauman todennéakdisyysmassan
siirtoa.

* Todenndkoisyysmassan siirtdminen vakion a verran siirtaa
todennakdisyysmassan painopistettd saman verran.
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Odotusarvo

Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 1

« Kuva oikealla esittda kolmen
normaalijakauman N;, N, ja N,
tiheysfunktioita f;, f, ja f; .

 Tiheysfunktiot f, f, ja f; ovat
yksihuippuisia ja symmetrisia
pisteiden X = Py, X = W, JaX = Yy
suhteen.

« Jakaumat N, ja N; saadaan
siirtamalla jakauman N, toden-
nakoisyysmassaa oikealle.

« Jakaumien Ny, N, ja N5 odotus-
arvot [, U, ja Y5 toteuttavat
epayhtalot

My < Hp < H3

Jakaumien Nj, N, ja N; tiheysfunktiot

f, K f
N\

=

P R

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 2

« Kuva oikealla esittaa kahden
eksponenttijakauman E, ja E,
tiheysfunktioita f, jaf, .

« Tiheysfunktiot f; ja f, ovat
yksihuippuisia ja epa-
symmetrisia.

« Jakauman E; todennékaisyys-
massa on keskittynyt jakauman
E, todennakoisyysmassaa voi-
makkaammin origon lahelle.

Jakaumien E, ja E, tiheysfunktiot

« Jakaumien E, ja E, odotusarvot
L ja M, toteuttavat epayhtéalon

My < H

© Milla Kibble (2013)



Odotusarvo

Odotusarvo jakauman sijaintiparametrina:

Havainnollistus 3

« Kuva oikealla esittaa erdén
sekoitetun normaalijakauman
N tiheysfunktiota f.

 Tiheysfunktio f on kaksi-
huippuinen ja symmetrinen
pisteen x = W suhteen.

« Jakauman N todennakoisyys-
massalla on vaaka-akselilla
kaksi keskittymaa.

« Jakauman N odotusarvo 1 on
todennakoisyysmassojen
keskittymien valissa.

Jakauman N tiheysfunktio

T —> -

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo
Summan ja erotuksen odotusarvo

« Kahden satunnaismuuttujien summalle ja erotukselle
patee:

E(X +Y)=E(X)+E(Y)

E(X —Y) =E(X)=E(Y)

 Yleisesti satunnaismuuttujien X; , 1=1,2, ..., n
painotetulle summalle patee:

E(Zn:aixijzzn:ai E(X;)

© Milla Kibble (2013)
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Odotusarvo

Diskreetin satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:
Maaritelma

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka piste-
todennakdisyysfunktio on

fx;)=Pr(X=x)=p;,1=1,2,3, ...
« Olkoon g reaaliarvoinen funktio.

o Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio

E(g(X)) = Hyx) = Zg(xi) f(x)
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Odotusarvo
Jatkuvan satunnaismuuttujan funktion odotusarvo:

Maaritelma

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on f(x).

» Olkoon g reaaliarvoinen funktio.

o Satunnaismuuttujan g(X) odotusarvo on vakio

+00

E(9(X)) = ttgx) = | 90X) f (x)dx

— Q0

© Milla Kibble (2013)



Jakaumien tunnusluvut

Odotusarvo
>> Varianssi

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Varianssi:

Yleinen maaritelma

» Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X) = u,

e Satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

Var(X) = E[ (X - p1y)’ ]

. Kaytetaan myos merkintaa D*(X) ja 6)2( .
e Satunnaismuuttujan X varianssi mittaa X:n arvojen
vaihtelun laajuutta odotusarvon ympari .

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja.

o Olkoon {Xy, X,, ... } satunnaismuuttujan X tulos-
vaihtoehtojen eli arvojen joukko.

» Olkoon satunnaismuuttujan X pistetodennakaisyysfunktio
fx)=Pr(X=x)=p;,1=1, 2, ...
o Talloin satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

Var(X) =2, (% —4,)* f (%)

© Milla Kibble (2013)



Varianssi
Jatkuvan jakauman varianssi

e Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja.
e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x).

« TAall6in satunnaismuuttujan X varianssi on vakio

+00

Var(X) = j (X— 21, )? f (X)dx

—00

© Milla Kibble (2013)



Varianssi
Varianssin olemassaolo

o Jakaumalla el valttamatta ole varianssia.

e Varianssin olemassaololla tarkoitetaan sita, etta
varianssin maaritteleva summa (diskreetin jakauman
tapauksessa) tai integraali (Jatkuvan jakauman
tapauksessa) on aarellinen.

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Varianssin maaritelma:

Kommentteja

Varianssi kuvaa todenndkoisyysmassan hajaantuneisuutta
tai — mika on sama asia — keskittyneisyytta jakauman
painopisteen suhteen.

JosS

Var(X) > Var(Y)
niin satunnaismuuttujan X todennakdisyysmassa on
hajaantunut voimakkaammin oman painopisteeseensa

suhteen kuin satunnaismuuttujan Y todenndkdisyysmassa
oman painopisteeseensa suhteen.

Koska varianssi kuvaa todennakdisyysmassan
hajaantuneisuutta, sitd voidaan kutsua hajonta-
parametriksi.
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Varianssi

Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:
Esimerkki normaalijakaumista 1/2

e Kuva oikealla esittaa kolmen
normaalijakauman Ny, N, ja
N, tiheysfunktioita f;, f, ja f; .

« Kaikilla jakaumilla on sama
odotusarvo L.

 Tiheysfunktiot f;, f, ja f; ovat
yksihuippuisia ja symmetrisia
pisteen X = [ suhteen.

Jakaumien Nj, N, ja N; tiheysfunktiot

H

A/fl

A/fz

A/f3

r —> A

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Varianssi jakauman hajaantuneisuuden mittana:
Esimerkki normaalijakaumista 2/2

« Jakauman N;
todenndkdisyysmassa on
keskittynein, kun taas jakauman H
N, todennakoisyysmassa on —
hajaantunein.

e Jakaumien varianssit toteuttavat
epayhtalot:

f
Var(X,) < Var(X,) < Var(Xs) ~

Jakaumien Nj, N, ja N; tiheysfunktiot

A/f3

r —> A

© Milla Kibble (2013)



Varianssi
Varianssin toinen laskukaava:

« Olkoot satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) = x jatoinen
momentti E(X?) .

e Satunnaismuuttujan X varianssi on

Var(X) =E(X — u)?

=E(X?=2uX + u°)
=E(X*)-2uE(X)+E(x°)
=E(X?)=2ux u+ 1’
=E(X*) -4’

= E(X?)-E(X)?

© Milla Kibble (2013)



Varianssi

Standardipoikkeama:
Maaritelma

Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama on vakio

JVar(X)

. Kaytetdaan myos merkintaa D(X) ja o .
o Standardipoikkeamaa kdytetdaan samaan tapaan kuin

varianssia todennakdisyysmassan hajaantuneisuuden
(keskittyneisyyden) mittana.

« Standardipoikkeama on — toisin kuin varianssi — samoissa
mittayksikoissa kuin odotusarvo.
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Varianssi
Varianssin ominaisuuksia

e Vakion varianssi on nolla, koska vakio ei vaihtele:
Var(a) =0

e Olkoon satunnaismuuttujan X varianssi Var(X).
Satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen

Y=a+bX
(a ja b vakiota) varianssi on

Var(Y) =b* Var(X)

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Lineaarimuunnoksen varianssi:

Kommentteja

o Satunnaismuuttujan X kertominen vakiolla b merkitsee
satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttamista.

e Satunnaismuuttujan X saamien arvojen mittakaavan
muuttaminen verrannollisuuskertoimella b muuttaa
satunnaismuuttujan X varianssia kertoimella b2.

« Vakion a lisdédminen satunnaismuuttujaan X merkitsee
satunnaismuuttujan X jakauman todennakdisyysmassan
siirtoa.

* Todenndkdisyysmassan siirtdminen ei muuta toden-
ndkoisyysmassan hajaantuneisuutta.

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi

Standardointi

« Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo E(X) = u ja
varianssi Var(X) = o2.
« Talloin standardoidun satunnaismuuttujan

Z:ﬂ
o

odotusarvo
E(Z)=0

ja varianssi
Var(Z) =1
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Varianssi
Summan ja erotuksen varianssi 2/2

« Kahden riippumattomien*® satunnaismuuttujien summalle
ja erotukselle pétee:

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)
Var(X —-Y) =Var(X)+ Var(Y)

* Huomaa: var(X -Y) = Var(X)-Var(Y)
D(X +Y)=D(X)+D(Y)
D(X —Y) = D(X)-D(Y)

*Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuden kasite tdsmennetaan luvussa

Moniulotteiset satunnaismuuttujat ja jakaumat.

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 1/2

Nopanheiton tulosta satunnaisilmiona kuvaavan diskreetin tasaisen
Jjakauman pistetodennakadisyysfunktio:

P«X=0=%J=L13456
. Satunnaismuuttujan X odotusarvo:

6
E(X)=u= ZlPr(X i) = Z— % 3.5
i=1
. SatunnalsmuuttUJan X toinen momentti:
6 6 l
E(x2)=2i2w(x=i)=Zi26
i=1 i=1

P+ 2°+37+42+5°+6° 01
B 6 6

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Diskreetin jakauman varianssi:
Esimerkki nopanheitosta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianssi:

Var(X) = E(X?) = E(X)? = 9—1_(2_1)2 =3 2017

6 | 6) 12

Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama eli keskihajonta:

D(X) = =~/2.917 ~1.708

© Milla Kibble (2013)
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Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta 1/2

« Eradan jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio:

1

~  0<x<hb
f(x)=<Db

0, muulloin

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo:
b

i 01 1 b
E(X)=u= | xf(X)dx=|x=dx=| —x*| ==
)= 1= [ X ()= E 12

e Satunnaismuuttujan X toinen momentti:

E(X )—J‘X f (x)dx Ix —dx B;} _b*
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Varianssi
Jatkuvan jakauman odotusarvo ja varianssi:

Esimerkki tasaisesta jakaumasta 2/2

e Satunnaismuuttujan X varianssi:

Var(X) = E(X2) - E(X)? =%—(gj =§’—2

e Satunnaismuuttujan X standardipoikkeama:

b2 b
D(X)ZG:\/;Zzﬁ

© Milla Kibble (2013)
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Todennakdisyyslaskenta
Osa 3: Todennakdisyysjakaumia

. Diskreetteja jakaumia

© KE (2014)
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Diskreetteja jakaumia

>> Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
Binomijakauma

© Milla Kibble (2013)
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Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma 1/2

o Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset
arvot ovat X, X,, ... , X, .

e Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin
X1, Xo, «.. , X lHittyvat todenndkdisyydet ovat yhta suuria:

1
Pr(x :Xk)zﬁ, k:1,2,...,n

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
diskreettid tasaista jakaumaa. Esimerkiksi virheettoman
nopan heiton tulos X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka
noudattaa diskreettia tasaista jakaumaa.
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Diskreetti tasainen jakauma
Diskreetti tasainen jakauma 2/2

* Pistetodennakaoisyysfunktio:

1

f(X)=Pr(X =x)=—, X=X, k=12,...
n

e (Odotusarvo:

e Varianssi:

Var(X) =D?*(X) =07 =%Z(xk —X)?

© Milla Kibble (2013)
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Diskreetti tasainen jakauma
Pistetodennakaoisyysfunktion kuvaaja

» Kuva oikealla esittaa diskreetin

. ) Diskreetti tasainen jakauma
tasaisen jakauman 0.3

f(x):%,x:1,2,3,4,5,6

0.2
pistetodennakdisyysfunktiota.
« Jakauman odotusarvo: o1 |

6
E(X):12k=3.5
6=
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Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma
>> Bernoulli-jakauma
Binomijakauma

© Milla Kibble (2013)
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakauma 1/2

e Olkoon A otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon Pr(A) = p.

o Talloin tapahtuman A komplementtitapahtuman A¢
todennakaisyys on

Pr(A)=1-Pr(A)=1-p=g
o Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:
“ {1, jos tapahtuma A sattuu
0, jos tapahtuma A ei satu
« Talloin satunnaismuuttujan X jakauma on
Pr(X =1 =p
Pr(X =0)=1-p=g
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-jakauma 2/2

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
Bernoulli-jakaumaa parametrinaan p.

e Merkinta:
X ~ Bernoulli(p) = B(p)

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktio on
f(x)=Pr(X =x)=p*q™"

missa O0<p<1, gq=1-p jax=0,1.

© KE (2014)
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Bernoulli-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ Bernoulli(p)

e QOdotusarvo:
E(X)=p

« Varianssi ja standardipoikkeama:
Var(X)=D*(X) = pq

D(X) =+/pq

© Milla Kibble (2013)
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Bernoulli-jakauma
Pistetodennakdisyysfunktion kuvaaja

. !(uva oikealla esittaa Bernoulli- 5(0.6)
jakauman 1
B(0.8) 08 .
pistetodennakadisyysfunktiota
f ()= p'g™
p=08,q=1-p 04
pisteissa 0.2
x=0,1 0 ‘ ;
e Jakauman odotusarvo: 0 A1
E(X)=p=0.8 |
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-kokeet

e OQOletetaan ettd olemme kiinnostuneita vain siitéa sattuuko
jokin ilmi6on liittyva tapahtuma A vai el. Kutsumme
tammoista satunnaiskoetta Bernoulli-kokeeksi.

 YIlla esitetyn mukaan Bernoulli-kokeita voidaan mallintaa
Bernoulli-jakaumalla.

© Milla Kibble (2013)
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Bernoulli-jakauma
Bernoulli-kokeet ja

diskreetit todennakoisyysjakaumat

o Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etta toistot ovat
toisistaan riippumattomia ja olkoon A se kiinnostuksen
kohteena oleva tapahtuma, jonka sattumista toistojen
alkana seurataan:

(i) Binomijakauma (ks. —) saadaan maaraamalla
todennakoisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu x kertaa,
kun koetta toistetaan n kertaa, jossa n on Kkiinted, etukateen
paatetty luku.

(i) Geometrinen jakauma saadaan maardamalla
todennakoisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu
ensimmaisen kerran x. koetoistossa.

(ilf) Negatiivinen binomijakauma saadaan
méaaraamalla todennékadisyys sille, ettd tapahtuma A
sattuu r. kerran x. koetoistossa.

© KE (2014)
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Diskreetteja jakaumia

Diskreetti tasainen jakauma
Bernoulli-jakauma
>> Binomijakauma

© Milla Kibble (2013)
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Binomijakauma
Binomijakauma 1/2

e Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossa n on
Kiinteq, etukateen paatetty luku.

e Oletetaan, etta koetoistot ovat riippumattomia.

« Olkoon yksittaisessa toistossa tietyn tapahtuman A
todennakaoisyys

Pr(A) =p.

o Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymiskertojen lukumaara n
toistossa.
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Binomijakauma
Binomijakauma 2/2

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
binomijakaumaa parametrein n ja p.

o Merkinta:
X ~ Bin(n, p)

e Satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktio on

f(X)=Pr(X =x) = [qu”x O<p<l,g=1-p

x=0,12,...,n
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Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 1/2

» Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa.

o Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkastellaan
tapahtuman A sattumista koetoistojen aikana.

o Oletetaan, ettd toistokoesarjan tuloksena saadaan tapahtumajono
AAAAA .. A
jossa on x kpl tapahtumia A ja (n — x) kpl tapahtumia A° .
» Koska
Pr(A) =p
Pr(A)=1-Pr(A)=1-p=q
tarkasteltavan tapahtumajonon todennakoisyydeksi saadaan
riippumattomien tapahtumien tulosddnnon nojalla

X 4 N—X

PPAPg ... P=Pq
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Binomijakauma

Pistetodennakdisyysfunktion johto 2/2

Erilaisia jonoja, joissa on x kpl tapahtumia A ja (n — x) kpl tapahtumia
A¢, on

)

» Erilaiset tapahtumajonot ovat toisensa poissulkevia.

» Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusdanndn mukaan
todennakoisyys saada sellainen jono, jossa on x kpl tapahtumia A ja
(n — x) kpl tapahtumia A° saadaan laskemalla erilaisten tallaisten
jonojen todennakdisyydet yhteen.

o Siten kysytyksi todenndkdisyydeksi saadaan
n n—Xx
f(x) =[Xj P, g=1-p
x=0,1,2,...,n
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Binomijakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon
X ~ Bin(n, p)

e Odotusarvo:
E(X)=np

e Varianssi ja standardipoikkeama:
Var(X)=D?(X)=npg

D(X) =+/npq
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Binomijakauma

Pistetodennakadisyysfunktion kuvaaja

 Kuva oikealla esittada Binomi-

jakauman g Bin(12, 1/3)
Bin(12, 1/3)
pistetodennakaisyysfunktiota >
f(x)= m p*q™” 1 T
X
n=12,p=1/3,q=1-p “H ‘ ‘
pisteiss'a 0-'I — I'-—H-H-H-
x=0,1,2,...,12 0123;‘:56789101112
 Jakauman odotusarvo: |
E(X)=np=4 E(X) = 4
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Binomijakauma
Pistetodennakaoisyysfunktion kuvaaja:

Tapauksetp<1/2,p=1/2,p > 1/2

0.3

0.25

02t

0.15

0.1 ¢

0.05 1

Bin(12, 1/4)

.

0123456 7 8 9101112

0.3

0.25 1

02 ¢

0.15 ¢

0.1 ¢

0.05 1

Bin(12, 1/2)

0123456 7 8 9101112

0.3

0.25 1

02t

0.15

01+t

0.05 1

Bin(12, 3/4)

0123456 78 9101112

p<1/2: Binomijakauma on vino oikealle.
p=1/2: Binomijakauma on symmetrinen.
p>1/2: Binomijakauma on vino vasemmalle.
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Binomijakauma

Esimerkki (Milton-Arnold) 1/2

o Tutkimukset lennonjohtajien tydskentelystéd osoittavat, ettéd
keskittymistd on vaikea yllapitadd, kun tyéskennellaan pitkia aikoja
ruudulla ndkyvan datan parissa.

» Tutkimuksen yllattdvéa tulos on, etta tutkasignaalien havaitseminen
muuttuu vaikeammaksi, jos havaittavia signaaleja on vahan.

» Signaalin havaitsemisen todenndkoisyys on 0.9, jos keskimaarin 30
minuutin aikana signaaleja on 100. Todennékdisyys on vain 0.5, jos
signaaleja on 10.

» Tuloksen arvellaan johtuvan siita, ettd ajatukset lahtevat harhailemaan
tilanteessa, joka el pakota keskittymaan.
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Binomijakauma

Esimerkki (Milton-Arnold) 2/2

* Olkoon X oikein havaittujen signaalien lukuméaéra 30 minuutin
testijakson aikana. Testijaksossa esiintyy 10 signaalia. Miten X on
jakautunut?

» Koe koostuu kymmenesté riippumattomasta Bernoulli-kokeesta, jossa
positiivinen tulos on signaalin havaitseminen. Onnistumisen
todennakoisyys on 0.5.

e X on binomijakautunut.
o Parametrit ovat n=10 ja p=0.5.
» Pistetodennakoisyysfunktioksi saadaan siis

10 10—
f(x) :( Xj(l/Z)X(1/2) *

x=1,2,3,..,10.
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Todennakdisyyslaskenta
Osa 3: Todennakdisyysjakaumia

. Jatkuvia jakaumia
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Jatkuvia jakaumia

>> Jatkuva tasainen jakauma
Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

© Milla Kibble (2013)
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Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 1/3

« Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalueena reaaliakselin
aarellinen vali [a, b].

e Olkoot [c,, d;] Ja[C,, d5] Valin [a, b] kaksi mielivaltaista,
samanpituista osavalia:

[c;, di] = [a, b]
[C,, d,] = [a, b]
d,-c¢,=d,-c,
e Oletetaan, etta véleihin [c,, d,] Ja [C,, d,] liittyvét
todennakdisyydet ovat yhta suuria:
Pr(X €[c,,d,]) =Pr(X €][c,,d,])
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Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 2/3

e Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on
(0,x<a
1
E J
0,x>b
* Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
b

f(x) =1+ as<x<b

jf(x)dx:l

a
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Jatkuva tasainen jakauma
Jatkuva tasainen jakauma ja sen
tiheysfunktio 3/3

e Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa jatkuvaa
tasaista jakaumaa parametrein a ja b.

e Merkinta:
X ~ Tasa(a, b)
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Jatkuva tasainen jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~ Tasa(a, b).
e Odotusarvo:
a+b

=0="5

e Varianssi ja standardipoikkeama:

Var(X) = D*(X) = Iza)z
D(x)=2"2

24/3
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Jatkuva tasainen jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

» Kuva oikealla esittaa jatkuvan Tasa(a, b)
tasaisen jakauman

Tasa(a, b)
tiheysfunktiota

f(x)=——,a<x<b ,

b a’
« Jakauman odotusarvo: 1
a+b

E(X):T : \
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
>> Normaalijakauma
Keskeinen raja-arvolause

© Milla Kibble (2013)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

tiheysfunktio

e Olkoon satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

2
f(x):m/lgexp{—;(x;ﬂj },—oo<,u<+oo,(7>0

—00 < X < +00
* Funktio f(x) kelpaa tiheysfunktioksi, koska

+ 00

j f(x)dx =1
. Sanc_)oronme, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
normaalijakaumaa parametrein u ja o?.
e Merkinta:
X~N(u, o)
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja sen

kertymafunktio

Olkoon X ~ N(u, o2).
Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on

F(x)=Pr(X <x)= j Jﬂem dt

Koska normaalijakauman tiheysfunktion
Integraalifunktiota ei voida esittaa alkeisfunktioiden avulla
suljetussa muodossa, ei normaalijakauman kertyma-
funktiolle voida antaa eksplisiittista lauseketta.

Siten normaalijakauman kertymafunktion arvojen
maaraamiseen on kdytettava numeerista integrointia.
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Normaalijakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

e Olkoon X ~ N(x, o?).

e Odotusarvo:
E(X)=u

e Varianssi ja standardipoikkeama:
Var(X) =D?*(X)=0c"
D(X)=0c
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Normaalijakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

« Kuva oikealla esittaa
normaalijakauman

N(w, 0%
tiheysfunktiota
f(x) :G—jﬂexp{—i(x—u)z}
valilla [-6, +6], kun
(i) wu=-2 o°=4
(i) u=0 o°=1
(iii) u=+3 o©2=0.09
e Jakauman odotusarvo:
E(X)=u

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

N(u, o2)

N(3, 0.09) ﬂ

N(0,1)
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Normaalijakauma

Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia

« Kuva oikealla esittaa
normaalijakauman

N(w, 0%
tineysfunktiota
f (x) :G—jﬂexp{—i(x—y)z}
» Tiheysfunktiolla on
maksimi pisteessa
X=u
» Tiheysfunktiolla on
kdannepisteet pisteissa

X=U—0o
X=u+o

N(u, o2)

Ké&énnepiste
N

Maksimi

v

K&annepiste
4

U+o
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Normaalijakauma

68-95-99.7-saanto

« Kaikille normaalijakaumille patee:
(i) n. 68% jakauman todennakdisyysmassasta on valilla
[ee— o, u+ o]
(i) n. 95% jakauman todennakdisyysmassasta on valilla
(11— 20, pu+20]
(ii1) n. 99.7% jakauman todennakdisyysmassasta on vélilla
[11— 30, u+30]
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Normaalijakauma
68-95-99.7-saanto:
Havainnollistus

N(u, o?)
u—3o ,u—IZG U—o Y7, u+o y+'20 u+3o
€< 68% —>
€ 95 % >
<€ 99.7 % >
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Normaalijakauma
Standardoitu normaalijakauma

e QOlkoon
X ~N(0,1)
jolloin siis
E(X)=0
D*(X)=1
« TAalléin sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa
standardoitua normaalijakaumaa.
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Normaalijakauma

Standardoitu normaalijakauma:

Tiheysfunktion kuvaaja

 Kuva oikealla esittaa
standardoidun normaali-
jakauman

N(0,1)
tineysfunktiota
f(x)=exp{-1x*}

0.5

0.4 A

0.3 1

0.2 A

0.1 A

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
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Normaalijakauma

Standardoitu normaalijakauma:
Kertymafunktion kuvaaja

Kuva oikealla esittaa
standardoidun normaali-
jakauman

N(0,1)
kertymafunktiota.

Standardoidun normaali-
jakauman kertymafunktion F(x)
maarittelee kaava

F()=Pr(X <x)=[" f(t)dt
jossa f(x) on standardoidun

normaalijakauman
tiheysfunktio.

0.9 A1
0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5 -
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1 1

N(0,1)-jakauman kertymafunktio

© Milla Kibble (2013)

125



Normaalijakauma
Lineaarimuunnoksen jakauma

e Olkoon X ~ N(x, o?).
o Maaritelldan satunnaismuuttuja
Y=a+hbX
jossa a ja b ovat (ei-satunnaisia) vakioita.
o Talloin Y on normaalinen:
Y ~N(a+by,b°c?)
o Perustelu:

Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat.

© Milla Kibble (2013) 126



Normaalijakauma
Standardointi

e Olkoon X ~ N(z, o?), jolloin
E(X) = u
D(X)=o
« Standardoidaan satunnaismuuttuja X:

7 _K-H
O

e Standardoitu satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

Z ~ N(0,1)

© Milla Kibble (2013) 127



Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma 1/2

o Kaikki normaalijakaumat N(g, o ?) ovat samanmuotoisia
standardoiduissa yksikoissa

« Siten todenndkoisyydet mielivaltaisesta normaali-
jakaumasta N(x, o 2) voidaan aina maarata standardoidun
normaalijakauman N(0,1) avulla.
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Normaalijakauma
Normaalijakauma ja

standardoitu normaalijakauma 2/2

e QOlkoon siis

X ~N(y, o2)ja Z:ﬂ
O
e Talloin
Pr(a< X <b)
(q— _ _
_pr[@mH KXou b “)
e o o

o _
_pr[@ M7 P “j
\ O ol

missa Z ~ N(0,1).
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta 1/2

Olkoon Z ~ N(0,1).
Olkoon satunnaismuuttujan Z kertymafunktio
d(z) =Pr(Z<2)
Standardoidun normaalijakauman taulukot siséaltavat standardoidun

normaalijakauman N(0,1) kertymafunktion ®(z) arvoja taulukoituna
useille eri argumentin z arvoille.

Siten taulukot mahdollistavat seuraavien tehtavien ratkaisemisen:
(i) Maéaréa todennakdisyys
Pr(Z<z) = ®(2)
kun z on annettu.
(i) Maéaréa z, kun todennakoisyys
Pr(Z<z) = ®(2)
on annettu.
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Normaalijakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

standardoidusta normaalijakaumasta 2/2

* Monissa normaalijakauman taulukoissa on taulukoitu
todennékoisyyksia

Pr(Z < z)=®(2)
vain, kun z > 0.

o Talloin todennékaoisyydet Pr(Z < -z) = d(—z) saadaan
soveltamalla standardoidun normaalijakauman tiheys-
funktion symmetrisyytta pisteen z = 0 suhteen:

d(-2)=Pr(Z £-2)
=1-Pr(Z >-2)
=1-Pr(Z<2)
=1-®d(2)
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Normaalijakauma

Todennakoisyyksien maaraaminen
standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 1/2

* Olkoon
Z ~N(0,1)
ja olkoon
f2(2)
satunnaismuuttujan Z
tiheysfunktio.

« Standardoidun normaalijakauman
N(0,1) taulukoista saadaan:

Alueen A pinta-ala

=" 1,(2)0z
— Pr(Z <1)
—0.8413

0.5

0.4 1

0.3 1

0.2 A

0.1 A

N(O,1)-jakauman tiheysfunktio
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Normaalijakauma

Todennakoisyyksien maaraaminen
standardoidusta normaalijakaumasta: Esimerkki 2/2

e Olkoon
Z ~N(0,1)
ja olkoon
D(2)
satunnaismuuttujan Z
kertymafunktio.

« Standardoidun normaalijakauman
N(0,1) taulukoista saadaan:

D(1)
= Pr(z <1)
=0.8413

0.9 A
0.8 1
0.7 1
0.6 T
0.5 A
0.4 A
0.3 A
0.2 A
0.1 A

N(O,1)-jakauman kertymafunktio
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Normaalijakauma
Miksi normaalijakauma on "normaali” ?

 Normaalijakauma on seka teoreettisen etta soveltavan
tilastotieteen tarkein jakauma.

* Normaalijakauman keskeinen asema tilastotieteessé
perustuu siithen teoreettiseen ja empiiriseen tosiseikkaan,
ettd moniin satunnaisilmidéihin liittyvat satunnaismuuttujat
noudattavat ainakin approksimatiivisesti normaali-
jakaumaa.

o Mikda on tdman tosiseikan selitys?

» Selityksena on keskeinen raja-arvolause; ks. seuraavaa
kappaletta.
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Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Normaalijakauma
>> Keskeinen raja-arvolause

© Milla Kibble (2013)
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 1/2

 Olkoon X;,1=1,2, ..., njono riippumattomia, samaa
normaalijakaumaa N(g, o 2) noudattavia satunnais-
muuttujia.

 Talloin voimme osoittaa, etta satunnaismuuttujien X;
summa on normaali:

> X; ~ N(ng,no?)
. Kysym;'/?}:
Mita voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumasta,

Jos ko. satunnaismuuttujat eivat noudata normaali-
Jjakaumaa?
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Keskeinen raja-arvolause

Johdanto 2/2

* Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa ei yleensa ole
normaali.

« Kuitenkin, jos yhteenlaskettavia on "tarpeeksi paljon”,
satunnaismuuttujien summa on (hyvin yleisin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen.

e Tama on keskeisen raja-arvolauseen olennainen siséalto.

« Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitaa usean
riippumattoman tekijdn summana, antaa keskeinen raja-
arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden
normaalisuudesta.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen formulointi

e Olkoon X;,1=1, 2, ... jono riippumattomia, samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja
varianssi ovat

E(X.)=u,i=12,...
D’(X.)=02<w,i=12,...

ja olkoon X, aritmeettinen keskiarvo

n o EX)=u
> X, , jolle jo tiedetaan etta 2
i=1 Dz(xn):%

| =

X, =
n

© Milla Kibble (2013)

138



Keskeinen raja-arvolause
Aritmeettisen keskiarvon

approksimatiivinen jakauma

o Talloin Keskeisen raja-arvolauseen mukaan
aritmeettinen keskiarvo

1
X, ==> X,
N5
on suurille (mutta &arellisille) n approksimatiivisesti
normaalinen parametreinaan u ja o ?/n:

2
X ~, Niﬂ,gj
N
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Keskeinen raja-arvolause
Kommentteja 1/2

o Keskeisesta raja-arvolauseesta on olemassa yleisempia
muotoja, joissa lievennetddn samoinjakautuneisuus- ja
riippumattomuusoletuksia.

« Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnais-
muuttujan summa on (tietyin ehdoin) approksimatiivisesti
normaalinen riippumatta yhteenlaskettavien jakaumasta.

e Huomautus:

Yhteenlaskettavien ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat
olla jopa diskreetteja.
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Keskeinen raja-arvolause
Kommentteja 2/2

« Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumaarasta, niiden jakaumasta ja
erityisesti niiden jakauman vinoudesta.

« Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien
satunnaismuuttujien lukumaara kasvaa.

 Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on
symmetrinen, approksimaatio on hyva jo suhteellisen
pienilld yhteenlaskettavien lukumaarilla.
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Keskeinen raja-arvolause
Keskeisen raja-arvolauseen seurauksia

« Keskeisesta raja-arvolauseesta seuraa erikoistapauksina
monet yksittaisia jakaumia koskevat asymptoottiset
tulokset.

o Erityisesti:
(i) Binomijakauma lahestyy normaalijakaumaa, kun
toistokokeiden lukumé&érén n annetaan kasvaa (De

Moivren ja Laplacen tulos, ensimmainen todistettu
keskeinen raja-arvolause).
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