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Tilastollinen testaus

Tilastollisten hypoteesien testaaminen 1/3

 Tilastollisen tutkimuksen kohteena olevasta perusjoukosta
on esitetty jokin vaite tai oletus, jota halutaan testata.

o Vaitetta tai oletusta voidaan testata tilastollisesti, jos vaite
tai oletus voidaan pukea tutkimuksen kohteena olevan
perusjoukon ominaisuuden vaihtelua perusjoukossa
kuvaavaa todennakdisyysjakaumaa tal sen parametreja
koskevaksi oletukseksi eli hypoteesiksi.

Milla Kibble (2013)



Tilastollinen testaus
Tilastollisten hypoteesien testaaminen 2/3

* Olkoon X tutkimuksen kohteena olevan perusjoukon
jonkin ominaisuuden vaihtelua perusjoukossa kuvaava
satunnaismuuttuja.

« Olkoon satunnaismuuttujan X todennakaisyysjakauman
pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio

f(x; 6)
jossa @ on funktion f muodon méaraava tuntematon
parametri.

Milla Kibble (2013)



Tilastollinen testaus
Tilastollisten hypoteesien testaaminen 3/3

o Yksinkertaisessa parametrisessa testauksessa hypoteesi
0= 6,
asetetaan koetteelle havaintojen todennakaisyys-
jakaumasta f(x ; @) sisaltamaa informaatiota vastaan.

Milla Kibble (2013)
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Tilastolliset hypoteesit
Testausasetelmaa koskevat hypoteesit

o Testausasetelma kiinnitetaan tekemalla seuraavat kolme
oletusta:

(i) Testausasetelmaa koskevat perusoletukset, joista
pidetdan kiinni testauksen aikana, muodostavat testin
yleisen hypoteesin H.

(i) Testattavaa oletusta kutsutaan nollahypoteesiksi ja
sitd merkitaan H:lla.

(i11) Vaihtoehtoinen hypoteesi H, on oletus, joka astuu
voimaan, jos nollahypoteesi H, hylataan testissa.

Milla Kibble (2013)



Tilastolliset hypoteesit
Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypoteesi H sisaltaa oletukset
—  perusjoukosta
—  kaytetysta otantamenetelmasta
—  perusjoukon jakaumasta

* Yleisen hypoteesin H oletuksista pidetaan kiinni
testauksen aikana, mika merkitsee sita, etta testi on
aina ehdollinen yleisen hypoteesin H oletusten suhteen.

 Huomautus: Yleisen hypoteesin jakaumaoletusta voidaan ja on myds
syyta testata erikseen; ks. esimerkkid luvussa Yhteensopivuuden,
homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen.

Milla Kibble (2013)



Tilastolliset hypoteesit

Nollahypoteesi

 Sité perusjoukon jakauman parametreja koskevaa vaitetta
tai oletusta, jota testataan kutsutaan nolla-hypoteesiksi ja
sitd merkitaan H:lla.

» Testissa nollahypoteesi H, asetetaan koetteelle
havaintojen perusjoukon jakaumasta sisaltamaa
Informaatiota vastaan.

* Nollahypoteesista H, pidetaan kiinni, elleivat havaintojen
sisaltdmat todisteet nollahypoteesia vastaan ole kyllin
voimakkaita.

Milla Kibble (2013)



Tilastolliset hypoteesit
Nollahypoteesin muoto yksinkertaisissa

testausasetelmissa

e Olkoon
f(x; 6)

tutkimuksen kohteena olevaa perusjoukon ominaisuutta

kuvaavan todennakoisyysjakauman pistetodennakoisyys-
tai tiheysfunktio.

* Yksinkertaisissa (parametrisissa) testausasetelmissa
nollahypoteesi on muotoa

Hy: 0= 6,

Milla Kibble (2013) 10



Tilastolliset hypoteesit
Vaihtoehtoinen hypoteesi

 Vaihtoehtoinen hypoteesi H, on oletus, joka astuu
voimaan, jos nollahypoteesi H, hylataan.

e Huomautuksia:

—  Tilastollista testid tehtdessa toivotaan usein, ettd nollahypoteesi
voidaan hylata ja vaihtoehtoinen hypoteesi hyvaksya.

—  Vaihtoehtoisen hypoteesin hyvaksyminen merkitsee
yleensd informaation lisdantymista.

Milla Kibble (2013)
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Tilastolliset hypoteesit
Vaihtoehtoisen hypoteesin muoto

yksinkertaisissa testausasetelmissa 1/2

 Jos nollahypoteesi on yksinkertaista muotoa
Hy: 6= 6,
vaihtoehtoinen hypoteesi voidaan muotoilla kolmella eri
tavalla.

e Huomautus:

Vaihtoehtoisen hypoteesin muoto vaikuttaa tavallisesti siihen
tapaan, jolla testi suoritetaan.

Milla Kibble (2013) 12



Tilastolliset hypoteesit
Vaihtoehtoisen hypoteesin muoto

yksinkertaisissa testausasetelmissa 2/2

 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,: 0> 6,
tai muotoa
H,:0< 6,
vaihtoehtoista hypoteesia kutsutaan yksisuuntaiseksi.
 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,: 0+ 6,

vaihtoehtoista hypoteesia kutsutaan kaksisuuntaiseksi.

Milla Kibble (2013)
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Tilastolliset testit ja testisuureet
Tilastollinen testi paatdossaantona

« Tilastollinen testi on paatossaanto, joka kertoo jokaisessa
yksittaisessa testaustilanteessa eli jokaiselle otokselle,
onko nollahypoteesi H, hylattava vai ei.

Milla Kibble (2013) 15



Tilastolliset testit ja testisuureet
Testisuure

 Tilastollinen testi perustetaan johonkin testisuureeseen,
joka mittaa havaintojen ja nollahypoteesin H,
yhteensopivuutta.

e Testisuure on satunnaismuuttuja, jonka arvo riippuu
havainnoista ja nollahypoteesista H, .

» Havaintojen ja nollahypoteesin H, yhteensopivuuden
mittaamisella tarkoitetaan sitg, etta tutkitaan kuinka toden-
nakoista on saada sellaisia testisuureen arvoja kuin on
saatu, nollahypoteesin H, patiessa.

 Siten yhteensopivuuden mittaaminen vaatii testisuureen
jakauman tuntemista, nollahypoteesin H, patiessa.

Milla Kibble (2013) 16



Tilastolliset testit ja testisuureet
Testisuureen normaaliarvo

 Testisuureen odotusarvoa nollahypoteesin H, patiessa
kutsutaan testisuureen normaaliarvoksi.

 Jos testisuureen havaittu arvo on lahella testisuureen
normaaliarvoa, havainnot ovat sopusoinnussa nolla-
hypoteesin H, kanssa.

 Jos testisuureen otoksesta maaratty arvo poikkeaa
merkitsevasti testisuureen normaaliarvosta, havainnot
sisaltavat todisteita nollahypoteesia H, vastaan.

Milla Kibble (2013)
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Virheet testauksessa
Hylkaysvirhe ja sen todennakoisyys 1/2

 Jos nollahypoteesi H, hylataan silloin, kun se on tosi,
tehdaan hylkaysvirhe.

« Hylkaysvirheen todennakdisyys « on ehdollinen toden-
nakoisyys
Pr(H, hylataan | H, on tosi) = «
« Hylkaysvirheen todennékdisyyden « komplementti-
todennakadisyys

Pr(H, hyviksytaan | H, on tosi) = 1 - &

on todennékoisyys hyvaksya nollahypoteesi silloin, kun se
on tosi.

Milla Kibble (2013) 19



Virheet testauksessa
Hylkaysvirhe ja sen todennakoisyys 2/2

» Tilastollisessa testauksessa noudatetaan tieteen yleista
varovaisuusperiaatetta:

Hypoteeseja ei pida hylata ilman riittavia syita.

 Siksi nollahypoteesin H, virheellisen hylkayksen
todennakadisyys halutaan tehda tilastollisessa testauksessa
mahdollisimman pieneksi.

Milla Kibble (2013) 20



Virheet testauksessa
Hyvaksymisvirhe ja sen todennakdisyys

« Jos nollahypoteesi H, jatetaan voimaan silloin, kun se ei ole tosi,
tenhdaan hyvaksymisvirhe.

» Hyvaksymisvirheen todennakaisyys £ on ehdollinen todennakoisyys
Pr(H, jatetaan voimaan | H, ei ole tosi) = S

» Hyvaksymisvirheen todennakoisyyden S komplementti-
todennakoisyytta

Pr(H, hylataan | H, ei ole tosi) = 1 — 8

kutsutaan testin voimakkuudeksi. Hyvé testi on voimakas, koska
voimakkaalla testilld on pieni hyvaksymisvirheen todennakoisyys 2.

Milla Kibble (2013) 21



Virheet testauksessa
Ensimmaisen ja toisen lajin virheet

o Koska testia tehtdessa pyritdan ensisijaisesti varomaan
sita, etta nollahypoteesi H, hylataan silloin, kun se on tosi
hylkaysvirhetta kutsutaan usein ensimmaisen lajin
virheeksi.

 Talloin hyvaksymisvirhetta eli sita, etta nollahypoteesi H,
hyvaksytaan silloin, kun se ei ole tosi, kutsutaan toisen
lajin virheeksi.

Milla Kibble (2013)
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Virheet testauksessa
Maailman tila ja testin tulos

e Maailman tilat ja testin tulokset voidaan luokitella

seuraavaksi nelikentaksi:

Maailman

tila

Nollahypoteesi

Nollahypoteesi

patee ei pade
Nollahypoteesi Oikea Hyvaksymis-
Testin jda voimaan johtopaatds virhe
tulos Nollahypoteesi | Hylkaysvirhe Oikea
hylataan johtopaatos

Milla Kibble (2013)
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Tilastolliset testit
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Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Testin paatdossaantona ja testin hylkays- ja
hyvaksymisalueet

o Kaun testi formuloidaan paatossaantona, testid varten
konstruoidun testisuureen mahdollisten arvojen joukko on

jaettava kahteen osaan, hylkaysalueeseen ja hyvaksymis-
alueeseen:

(i) Jos testisuureen havainnoista méaratty arvo joutuu
hylkaysalueelle, nollahypoteesi H, hylataan.

(i1) Jos testisuureen havainnoista méaratty arvo joutuu

hyvaksymisalueelle, nollahypoteesi H, jatetaan
voimaan.

Milla Kibble (2013) 25



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Merkitsevyystaso

o Testin merkitsevyystaso « on todennakaoisyys sille, etta
testisuureen havainnoista maaratty arvo joutuu hylkays-
alueelle, jos nollahypoteesi H, patee.

o Testin hylkdysalue maarataan kaytanndssa kiinnittamalla
merkitsevyystaso « etukateen (jopa ennen havaintojen
kerdamista).

Milla Kibble (2013) 26



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Merkitsevyystason valinta:

Tavanomaiset merkitsevyystasot 1/2

o Koska testeissa halutaan ensisijaisesti suojautua
hylkaysvirhetta vastaan, testin merkitsevyystasoksi « on
tapana valita pienia lukuja.

* Ns. tavanomaiset merkitsevyystasot ovat
o =0.05
a=0.01
o =0.001

o Testin merkitsevyystasoa « valittaessa on syyta ottaa
huomioon vaaran paatoksen seuraukset.

Milla Kibble (2013) 27



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Merkitsevyystason valinta:

Tavanomaiset merkitsevyystasot 2/2

 Jos nollahypoteesi H, voidaan hylata merkitsevyystasolla
a = 0.05, niin sanotaan:

Testisuureen arvo (tai testin tulos) on
melkein merkitseva.

 Jos nollahypoteesi H, voidaan hylata merkitsevyystasolla
a = 0.01, niin sanotaan:

Testisuureen arvo (tai testin tulos) on
merkitseva.

 Jos nollahypoteesi H, voidaan hylata merkitsevyystasolla
a = 0.001, niin sanotaan:

Testisuureen arvo (tai testin tulos) on
erittain merkitseva.

KE (2014)



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Testin hylkaysalueen maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 1/6

o Testin hylkaysalue riippuu yksinkertaisissa
testausasetelmissa

— paitsi valitusta merkitsevyystasosta « —
my0s vaihtoehtoisen hypoteesin muodosta.

» Olkoon parametria & koskeva nollahypoteesi
yksinkertaista muotoa

Hy: 6= 6,
« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.

Milla Kibble (2013)
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Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Testin hylkaysalueen maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 2/6

o Oletetaan, ettd testisuureena on (jatkuva) satunnais-
muuttuja Z.

 Tehdaan testisuureesta Z seuraavat oletukset:

(1) Testisuureen Z mahdolliset arvot kuuluvat valiin
(a, b), jossa voi olla a = —oo ja/tai b = +oo.

(2a) Testisuureella Z on taipumus saada suuria arvoja, Jos
6> 6,

(2b) Testisuureella Z on taipumus saada pienia arvoja, jos
6< 6,

e Huomautus:
Yo. oletukset patevat kaikille taman esityksen testisuureille.

Milla Kibble (2013) 30



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Testin hylkaysalueen maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 3/6

e Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on yksi-
suuntainen vaihtoehto

H,: 0> 6,
hylkaysalue on muotoa

(u, b) 1-a

jossa kriittinen raja u
maarataan siten, ett u

Testisuureen tiheysfunktio

Pr(Z>u|Hy) = «

< | >

Hyvaksymisalue Hylkaysalue

Milla Kibble (2013)



Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue

Testin hylkaysalueen maaraaminen
yksinkertaisissa testausasetelmissa 4/6

« Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on yksi-
suuntainen vaihtoehto

H,:0< 6
hylkaysalue on muotoa

(a 1)
jossa kriittinen raja |
maarataan siten, etta

PrZ <1|H,) =«

Testisuureen tiheysfunktio

]
Hylkaysalue Hyvaksymisalue

Milla Kibble (2013)
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Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue

Testin hylkaysalueen maaraaminen
yksinkertaisissa testausasetelmissa 5/6

e Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on kaksi-
suuntainen vaihtoehto

H,: 0% 6
hylkaysalue on muotoa
(a, Du(u, b)
jossa kriittiset rajat | ja u
maarataan siten, ett

Pr(Z > u | Hy)
= Pr(Z < 1| Hy)
= of?

Testisuureen tiheysfunktio

| u

| |
< |

>

Hylkaysalue Hyvaksymisalue Hylkaysalue

Milla Kibble (2013)
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Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue
Testin hylkaysalueen maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 6/6

o Oletetaan, ettd testisuureen Z jakauma on symmetrinen
origon suhteen.

« Talloin kalvoilla 3/6-5/6 esitetyille kriittisille rajoille
patee:
| =—-u
e Huomautus:

Kalvojen 3/6-5/6 todennakoisyydet ovat ehdollisia toden-
nakoisyyksia, joissa ehtotapahtumana on se, etta nollahypoteesi
H, patee.

Siten todennakodisyydet maarataan testisuureen Z jakaumasta,
kun jakaumaa maarattaessa oletetaan, etta nollahypoteesi H,
patee.

Milla Kibble (2013)
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Testin p-arvo
p-arvo ja merkitsevyystasot

* Nollahypoteesin H, hylkddminen voidaan perustaa
etukateen valitun merkitsevyystason ja sitd vastaavan
hylkdaysalueen maaraamisen sijasta testin p-arvoon.

e Testin p-arvo on pienin merkitsevyystaso, jolla nolla-
hypoteesi H, voidaan hylata.

» Tilastolliset ohjelmistot tulostavat nykyaan lahes aina
sovellettavan testin p-arvon.

Milla Kibble (2013)
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Testin p-arvo

p-arvo 1/2

o Testin p-arvo maaratdan kytannossa seuraavalla tavalla:
(i) Lasketaan valitun testisuureen arvo havainnoista.
(i) Maarataan

— olettaen, etta nollahypoteesi H, patee —

todennakdisyys sille, etta testisuure saa
(normaaliarvoonsa verrattuna) niin poikkeuksellisen
arvon kuin se on saanut tai viela poikkeuksellisempia
arvoja.

Milla Kibble (2013) 37



Testin p-arvo

p-arvo 2/2

* Oletetaan, ettd testin p-arvoksi saadaan pieni luku.

« TAallGin testisuure on saanut arvon, joka kuuluu — nolla-
hypoteesin H, patiessa — epatodennakdisten testisuureen
arvojen joukkoon.

 Siten nollahypoteesi voidaan hylata, jos testin p-arvo
on kyllin pieni.

« Mita pienempi on testin p-arvo, sitd vahvempia todisteita
havainnot sisaltavat nollahypoteesia H, vastaan.

e Huomautus:

Testin p-arvo maarataan testisuureen Z jakaumasta, kun jakauma
on maaratty olettaen, etta nollahypoteesi H, patee.

Milla Kibble (2013) 38



Testin p-arvo
p-arvo ja testi paatéssaantona

» Tilastollinen testi eli paatdossaanto, joka kertoo jokaisessa
yksittaisessa tilanteessa eli jokaiselle otokselle, onko
nollahypoteesi H, hylattava vai ei, voidaan perustaa
seuraavalla tavalla testin p-arvoon:

(1) Valitaan pieni todennakaisyys p, .

(i) Maarataan testin p-arvo.
Jos p < p, , hylataan nollahypoteesi H, ja hyvaksytaan
vaihtoehtoinen hypoteesi H,.
Jos p > p, , Jatetaan nollahypoteesi H, voimaan.

» Todennakoisyytta p, valittaessa on syyta ottaa huomioon
vaaran paatoksen seuraukset.

Milla Kibble (2013) 39



Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 1/6

o Testin p-arvo riippuu yksinkertaisissa testausasetelmissa
vaihtoehtoisen hypoteesin muodosta.

» Olkoon parametria & koskeva nollahypoteesi
yksinkertaista muotoa

Hy: 6= 6,
o Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta testisuureen
jakauma on symmetrinen origon suhteen.

Milla Kibble (2013) 40



Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 2/6

o Oletetaan, ettd testisuureena on (jatkuva) satunnais-
muuttuja Z.

 Tehdaan testisuureesta Z seuraavat oletukset:

(1) Testisuureen Z mahdolliset arvot kuuluvat valiin
(a, b), jossa voi ollaa =—oo ja b = +oo.

(2a) Testisuureella Z on taipumus saada suuria arvoja, Jos
6> 6,

(2b) Testisuureella Z on taipumus saada pienia arvoja, jos
6< 6,

e Huomautus:
Yo. oletukset patevat kaikille taman esityksen testisuureille.

Milla Kibble (2013) 41



Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 3/6

e QOlkoon testisuureen Z
havainnoista maaratty
arvo z.

e Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on yksi-
suuntainen vaihtoehto

H,: 0> 6,
niin testin p-arvo on
p=Pr(Z>z|H,)

Testisuureen tiheysfunktio

Milla Kibble (2013)
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Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 4/6

e QOlkoon testisuureen Z
havainnoista maaratty
arvo z.

e Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on yksi-
suuntainen vaihtoehto

H,:0< 6,
niin testin p-arvo on
p=Pr(Z<z|H,)

Testisuureen tiheysfunktio

Milla Kibble (2013)
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Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 5/6

e QOlkoon testisuureen Z
havainnoista maaratty
arvo z.

e Jos vaihtoehtoisena
hypoteesina on kaksi-
suuntainen vaihtoehto

H,: 0% 6
niin testin p-arvo on
2p = 2xPr(Z = |z| | Hyp)

Testisuureen tiheysfunktio

1-2p

|
-2 0+

Milla Kibble (2013)
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Testin p-arvo
p-arvon maaraaminen

yksinkertaisissa testausasetelmissa 6/6

e Huomautus:

Kalvojen 3/6-5/6 todennakoisyydet ovat ehdollisia toden-
nakoisyyksid, joissa ehtotapahtumana on se, ettd nollahypoteesi
H, patee.

Siten todennakdisyydet maarataan testisuureen Z jakaumasta,
kun jakaumaa maarattaessa oletetaan, etta nollahypoteesi H,
patee.

Milla Kibble (2013)
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen merkitsevyystason valintaan

perustuvassa testausmenettelyssa 1/3

» Jos testi perustetaan merkitsevyystason valintaan, testin
suorittamisessa on seuraavat vaiheet:

(1) Asetetaan testin hypoteesit:
— Yleinen hypoteesi H
— Testauksen kohteena oleva nollahypoteesi H,
— Vaihtoehtoinen hypoteesi H,

(2) Valitaan testia varten testisuure.

— Testisuureen tehtdvana on mitata havaintojen ja
nollahypoteesin H, yhteensopivuutta.

Milla Kibble (2013)
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen merkitsevyystason valintaan

perustuvassa testausmenettelyssa 2/3

(3) Valitaan merkitsevyystaso « ja konstruoidaan sita
vastaava hylkaysalue testille.

(4) Poimitaan otos niin, etta yleisen hypoteesin H
oletukset patevat.

— Jos havaintojen sisaltamaét todisteet nolla-
hypoteesia H, vastaan ovat testisuureella mitattuna
kyllin vahvoja, nollahypoteesi H, hylataan ja
vaihtoehtoinen hypoteesi H, hyvaksytaan.

(5) Maarataan valitun testisuureen arvo havainnoista.
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen merkitsevyystason valintaan

perustuvassa testausmenettelyssa 3/3

(6) Tehdaan paatdos nollahypoteesin hylkdamisesta.
— Jos testisuureen arvo joutuu hylkaysalueelle,
hylataan nollahypoteesi H, ja hyvaksytaan
vaihtoehtoinen hypoteesi H; .

— Jos testisuureen arvo el joudu hylkaysalueelle,
jatetaan nollahypoteesi H, voimaan.
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen p-arvon maaraamiseen

perustuvassa testausmenettelyssa 1/3

 Jos testi perustetaan testisuureen arvoa vastaaviin p-
arvoihin, testin suorittamisessa on seuraavat vaiheet:

(1) Asetetaan testin hypoteesit:
— Yleinen hypoteesi H
— Testauksen kohteena oleva nollahypoteesi H,
— Vaihtoehtoinen hypoteesi H,

(2) Valitaan testia varten testisuure.

— Testisuureen tehtdvana on mitata havaintojen ja
nollahypoteesin H, yhteensopivuutta.
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen p-arvon maaraamiseen

perustuvassa testausmenettelyssa 2/3

(3) Poimitaan otos niin, etté yleisen hypoteesin H
oletukset patevat.

— Jos havaintojen sisaltamaét todisteet nolla-
hypoteesia H, vastaan ovat testisuureella mitattuna
kyllin vahvoja, nollahypoteesi H, hylataan ja
vaihtoehtoinen hypoteesi H, hyvaksytaan.

(4) Maarataan valitun testisuureen arvo havainnoista.

(5) Madarataan testisuureen havaittua arvoa vastaava
p-arvo.
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Testin suorittaminen
Testin suorittaminen p-arvon maaraamiseen
perustuvassa testausmenettelyssa 3/3

(6) Tehdaan paatdos nollahypoteesin hylkdamisesta.

— Jos testin p-arvo on kyllin pieni, hylataan
nollahypoteesi H, ja hyvaksytaan vaihtoehtoinen
hypoteesi H, .

— Jos testin p-arvo ei ole kyllin pieni, jatetaan
nollahypoteesi H, voimaan.
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Tilastolliset menetelmat
Osa 3: Tilastolliset testit

>> Testeja odotusarvolle ja varianssille
Testit suhteellisille osuuksille

KE (2014)
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 1/2

« Normaalijakauma on tilastotieteen tarkein jakauma.

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa normaali-
jakaumaa parametrein uja o2 :

X ~N(u,0%)
o Talloin
E(X) = u
on normaalijakauman odotusarvo ja
Var(X) = o2
on normaalijakauman varianssi.
e Parametrit 1 ja o? maaraavat taysin normaalijakauman.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametrien tilastolliset testit 2/2

* Normaalijakauman parametreja koskevat testit voidaan
jakaa kahteen ryhméaén:

— Yhden otoksen testit
— Kahden otoksen testit eli vertailutestit

* Yhden otoksen testeissa testataan yksinkertaisia

nollahypoteeseja, jotka koskevat normaalijakauman
odotusarvo- tai varianssiparametria.

« Kahden otoksen testit ovat vertailutesteja, joilla verrataan
kahden normaalijakauman odotusarvo- tai varianssi-
parametreja toisiinsa.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen

testien yleinen soveltuvuus 1/2

o Testeja normaalijakauman odotusarvolle sovelletaan
usein myas sellaisissa tilanteissa, joissa havainnot eivat
noudata normaalijakaumaa.

o Tata kaytantoa voidaan perustella seuraavalla tavalla:

(i) Esitettavat testit odotusarvolle perustuvat havaintojen
aritmeettisiin keskiarvoihin.

(i) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan myaos el-
normaalisten havaintojen aritmeettiset keskiarvot
noudattavat — tietyin ehdoin — suurissa otoksissa
approksimatiivisesti normaalijakaumaa.
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Testit normaalijakauman parametreille
Normaalijakauman parametreille tarkoitettujen

testien yleinen soveltuvuus 2/2

* Sen sijaan testit normaalijakauman varianssille
eivat yleensa ole kayttokelpoisia ei-normaalisille
havainnoille ja tilanne ei valttdmatta parane
suurillakaan havaintojen lukumaarilla.
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Testit normaalijakauman parametreille
Tavanomaiset testit normaalijakauman

parametreille

e Tarkastelemme seuraavia testeja normaalijakauman
parametreille:

— Yhden otoksen t-testi odotusarvolle

— Kahden riippumattoman otoksen t-testi A
odotusarvoille: Yleinen tapaus

—  t-testi parivertailuille
— Yhden otoksen y*-testi varianssille
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
>> Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille

Milla Kibble (2013)
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Yhden otoksen t-testi
Testausasetelma: Hypoteesit

* Yleinen hypoteesi H :
(i) Havainnot X, ~ N(x,6°),i=12,...,n
(i) Havainnot X; , X, , ..., X, ovat riippumattomia
* Nollahypoteesi H, :
Hy =y
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Hy o>
Hy i<
H,:u#p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Yhden otoksen t-testi
Parametrien estimointi

e Olkoot
x=13"x
N5
ja
2= 1 3 (X, - X)
n-147" '

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u,1=1,2,...,n

ja
Var(X)=o2,i=1,2,...,n
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Yhden otoksen t-testi
Testisuure ja sen jakauma

e Maaritellaan t-testisuure
t — X _ﬂo
s/</n

 Jos nollahypoteesi

Hy =y
patee, niin testisuure t noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

t~t(n-1)

o Kks. lukua Otokset ja otosjakaumat.
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Yhden otoksen t-testi
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
t: X _:UO
s/</n

mittaa havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon ja nolla-
hypoteesin H, : 1 = u, kiinnittdman odotusarvoparametrin
L arvon g tilastollista etaisyytta.

 Mittayksikkona on erotuksen X — u, standardipoikkeaman

O'/\/ﬁ

estimaattori, jota maarattaessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H, patee.
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Yhden otoksen t-testi

Testl

e Testisuureen
t — X _:UO
s/</n

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : 1z = y,
patiessa
E(t)=0
« Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypoteesi H, voidaan hylata, jos testin p-arvo on
kyllin pieni.
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkdysalueen maaraaminen 1/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hl Ty
niin kriittinen arvo +t_, saadaan ehdosta
Prt>+t) = «

jossa
t~t(n-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa

(+t_, +o0)

o
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkdysalueen maaraaminen 2/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy o<
niin kriittinen arvo —t_, saadaan ehdosta
Prt<-t) =«
jossa
t~t(n-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa
(~o0, ~t,)
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Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy:u# 1y
niin kriittiset arvot —t_,, ja +t_,, saadaan ehdoista
Prit<—t_,) = o2
Pr(t>+t_,) = of2
jossa
t~t(h-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa
(—oo, -t )U(+t,, , +o0)

Milla Kibble (2013)

67



Yhden otoksen t-testi
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu c.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

H, @ > H, @< H, @ # 1
t(n-1) t(n-1)
(04 a
-« l-«a
+t, —t,
— —
Hylkays Hylkays-
alue alue
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Yhden otoksen t-testi
Testin p-arvo

 Olkoon t-testisuureen havaittu arvo t,,.

o Testin p-arvon maarddmista voidaan havainnollistaa alla
olevilla kuvioilla.

Hy o> g, H, o< g Hy e # g
t(n-1) t(n-1) t(n-1)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
t0 t0 _ltol +|t0|
Testin p-arvo = p Testin p-arvo = p Testin p-arvo = 2p
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Yhden otoksen t-testi
Normaalisuusoletuksen merkitys

* Yhden otoksen t-testin yleisessa hypoteesissa oletetaan, ettd havainnot
ovat normaalijakautuneita. t-testi ei kuitenkaan ole herkka
poikkeamille normaalisuudesta, jos havaintojen lukumé&ara n on
"kyllin suuri”.

» Testid on melko turvallista kayttaa, kun havaintojen lukumééara

n>15

ellel havaintojen jakauma ole kovin vino ja havaintojen joukossa ole
poikkeavia havaintoja.

* Jos havaintojen lukumaara
n> 40

testid voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille
havaintojen jakaumille.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

>> Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille

Milla Kibble (2013)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma:

Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypoteesi H :

(1) Havainnot X,, ~ N(z,07),i=12,...,n,

(2) Havainnot X, ~ N(u,,05), j=12,...,n,

(3) Havainnot X;; ja X;, ovat riippumattomia kaikille 1 ja J.
e Huomautuksia:

—  Oletus (3) siséltaa kolme riippumattomuusoletusta:
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 sisalla.
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.

— Jakaumien varianssit saavat (mutta ei tarvitse) erota toisistaan.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testausasetelma:

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypoteesi H, :

Ho ity =1, =1
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H, - >

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H, oy <

H,: # 1, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Parametrien estimointi

 Olkoot

ja
Slf :ii(xik - >Zk)2 k=12
n, —143
tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EG) =4,1=1,2,...,n,,k=1,2
ja
Var(Xy)=o¢2,i=1,2,...,n,,k=1,2
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

e Maaritellaan t-testisuure
_ X1_ Xz

s’ §°

Ly %2
nl n2
 Jos nollahypoteesi
Holpy =1, =1
patee, niin testisuure t noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1):

t ~. N(0,1)

t
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 1/2

* Pienissa otoksissa saadaan testisuureen t jakaumalle
parempi approksimaatio kayttdamalla approksimaationa
Studentin t-jakaumaa vapausastein (ns. Satterthwaiten

approksimaatio)
2
S
nl n2

2 2
1 {sf} L1 {522}
n -1 n, n,-1{ n,

V =
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testisuureen jakauman approksimointi 2/2

« Joskus testisuureen t jakaumaa approksimoidaan myos
Studentin t-jakaumalla vapausastein

v=min{n,-1,n, -1}
e T&ama approksimaatio ei kuitenkaan ole yhta hyva kuin
Satterthwaiten approksimaatio.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
Xl B >Z2

mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen
tilastollista etaisyytta.

* Mittayksikkona on erotuksen x _ xstandardipoikkeaman

2 2
o, o©

1 + 2

n, N

estimaattori, jota maarattaessa on oletettu, etta nolla-
hypoteesi H, patee.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus

Testl

e Testisuureen
X, —X

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : 1, = 1, =
patiessa
E(t)=0
 Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypoteesi H, voidaan hylata, jos testin p-arvo on
kyllin pieni.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 1/5

o Kasittelemme seuraavassa kahden otoksen t-testin A
hylkaysalueen valintaa, jos testisuureen approksimoidaan
standardoidulla normaalijakaumalla N(O, 1).

» Jos kahden otoksen t-testin A testisuuretta
approksimoidaan t-jakaumalla, jossa vapausasteiden
lukumé&ara v lasketaan Satterthwaiten kaavan mukaan,
testin hylkaysalue maarataan samalla tavalla kuin yhden
otoksen t-testin tapauksessa.
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 2/5

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy >
niin kriittinen arvo +t_, saadaan ehdosta
Prt>+t) = «
jossa
t~, N, 1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa
(+t_, +o0)

o
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/5

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hyfn < i
niin kriittinen arvo —t_, saadaan ehdosta
Prt<-t) =«
jossa
t~, N, 1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa
(~o0, ~t,)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/5

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
Hy o # 1
niin kriittiset arvot —t_,, ja +t_,, saadaan ehdoista
Prit<—t_,) = o2
Pr(t>+t_,) = of2
jossa
t~, N(O,1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa
(—oo, -t )U(+t,, , +o0)
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin hylkaysalueen maaraaminen 5/5

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu c.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

Hyfw > 1, How <y, Hyw # 1,

N(0,1) N(0,1) N(0,1)

o o 10 sa
l-« l-«a -«
+ta _ta _ta /2 +ta /2

— — — —

Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-

alue alue alue alue
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Testin p-arvo

 Olkoon t-testisuureen havaittu arvo t,,.

o Testin p-arvon maarddmista voidaan havainnollistaa alla
olevilla kuvioilla.

Hofw >, Hy D < Hyfw # 1,
N(0,1) N(0,1) N(0,1)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
b b —1t |+t ]

Testin p-arvo = p Testin p-arvo = p Testin p-arvo = 2p
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi A: Yleinen tapaus
Normaalisuusoletuksen merkitys

« Kahden otoksen t-testin A yleisen hypoteesin mukaan havainnot ovat
molemmissa otoksissa normaali-jakautuneita.Testi ei kuitenkaan ole
herkka poikkeamille normaalisuudesta, jos molempien otosten
otoskoot ovat "kyllin suuria”.

« Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n,>15jan,> 15
jang jan, eivat eroa toisistaan kovin paljon, elleivat havaintojen

Jakaumat ole kovin vinoja ja ellei havaintojen joukossa ole poikkeavia
havaintoja.

e Jos
n, > 40 jan,>40
testid voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille
havaintojen jakaumille.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

>> t-testi parivertailuille
Yhden otoksen testi varianssille

Milla Kibble (2013)
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t-testi parivertailuille
Parivertailuasetelma

« Parivertailuasetelma syntyy tilastollisessa tutkimuksessa

esimerkiksi seuraavissa tilanteissa:

(1) Paamaarand on verrata kahta mittaria mittaamalla
molemmilla mittareilla samat kohteet samoissa
olosuhteissa.

(i) Paamaarand on tutkia jonkin kasittelyn vaikutusta
mittaamalla samat kohteet ennen késittelya ja
kasittelyn jalkeen.

(i) Paamaéaarana on vertailla kahta perusjoukkoa
mittaamalla saman muuttujan arvot perusjoukkojen
alkioiden sovitetuissa pareissa.
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t-testi parivertailuille
Testausasetelma 1/2

e Oletetaan, ettd havainnot muodostuvat muuttujaa X
koskevista mittaustuloksien pareista

(Xiy, X)), 1=1,2,...,n
jotka ovat riippumattomia.
e Paamaarana on verrata mittauksia toisiinsa:
Antavatko mittaukset keskimaarin saman tuloksen?

o Tallaisissa parivertailuasetelmissa el saa kayttaa
riippumattomien otoksien t-testia A, koska mittaus-
tulokset X, Ja X, eivat yleensa ole riippumattomia.

Milla Kibble (2013)

89



t-testi parivertailuille
Testausasetelma 2/2

e Muodostetaan mittaustuloksien Xi, ja X:, erotukset
D.=X,-X,,1=12,...,n
e Mittaukset 1 ja 2 antavat keskimaarin saman tuloksen, jos
erotukset D; saavat keskimaarin arvon nolla.

« Parivertailuasetelman testausongelman ratkaisuna on
tavanomainen yhden otoksen t-testi mittaustuloksien X,
ja X, erotuksien D; odotusarvolle.
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t-testi parivertailuille
Testausasetelma: Hypoteesit

* Yleinen hypoteesi H :
(1) Erotukset D, ~ N(x,05),i=12,...,n
(2) ErotuksetD,,D,, ..., D, ovat riippumattomia
* Nollahypoteesi H, :
H,:u, =0
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H, @y > O} : . , _
1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,:u, <0

H,:ux, #0 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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t-testi parivertailuille
Parametrien estimointi

 Olkoot
D=1%D
o
ja
S[2>: . Zn:(Di_D)Z
n-143

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
ED)=p,1=1,2,...,nN

ja
Var(D) = op?,i=1,2,...,n
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t-testi parivertailuille
Testisuure ja sen jakauma

e Maaritellaan t-testisuure
D

Sy / Jn
 Jos nollahypoteesi
H,:u, =0
patee, niin testisuure t noudattaa Studentin t-jakaumaa
vapausastein (n — 1):
t~t(n-1)

{=
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t-testi parivertailuille
t-testisuure mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
D

s, //n
mittaa havaintoarvojen erotuksien aritmeettisen keskiarvon
tilastollista etaisyytta nollasta.

* Mittayksikkdna on erotuksien D; aritmeettisen keskiarvon
D standardipoikkeaman

%p
Jn

estimaattori, jota maarattdessa on oletettu, ettd nolla-
hypoteesi H, patee.

[ =
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t-testi parivertailuille

Testl

e Testisuureen
D

- s, //n
normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, : z, =0
patiessa
E(t)=0
« Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypoteesi H, voidaan hylata, jos testin p-arvo on
kyllin pieni.

t
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t-testi parivertailuille
Testin hylkdysalueen maaraaminen ja testin p-arvo

« Parivertailutestin hylkaysalueen valinta tapahtuu kuten
yhden otoksen t-testin tapauksessa.

 Parivertailutestin testisuureen arvoa vastaavan p-arvon
maaraaminen tapahtuu kuten yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

Milla Kibble (2013)
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t-testi parivertailuille
Normaalisuusoletuksen merkitys

» Parivertailuasetelman t-testin yleisessa hypoteesissa oletetaan, etté
havaintoarvojen erotukset ovat normaali-jakautuneita. Testi el
kuitenkaan ole herkka poikkeamille normaalisuudesta, jos havaintojen
lukumé&ara n on "kyllin suuri”.

« Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n>15

ellei erotusten jakauma ole kovin vino ja erotuksien joukossa ole
poikkeavia erotuksia.

* Jos havaintojen lukumaara
n> 40

testid voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille
erotuksien jakaumille.
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Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A:
Yleinen tapaus

t-testi parivertailuille
>> Yhden otoksen testi varianssille

Milla Kibble (2013)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testausasetelma: Hypoteesit

* Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X, ~ N(u,0°),i=1,2,...,n
(2) Havainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia.
* Nollahypoteesi H, :
H,:0° =0}
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H :0°> Ug} _ _ _ _
1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,:0° <o}

H,:0° #0; 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

Milla Kibble (2013)

99



Yhden otoksen testi varianssille
Parametrien estimointi

e Olkoot
x=13"x
N5
ja
2= 1 3 (X, - X)
n-147" '

tavanomaiset harhattomat estimaattorit parametreille
EX)=u,1=1,2,...,n

ja
Var(X)=o2,i=1,2,...,n
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Yhden otoksen testi varianssille
Testisuure ja sen jakauma

o Madritelladn g2-testisuure
,  (n=1)s’

— o7
 Jos nollahypoteesi

Ve

H,:0° =0}
patee, niin testisuure »? noudattaa y?-jakaumaa vapaus-
astein (n — 1):

25~ 7% (n-1)

ks. lukua Otokset ja otosjakaumat.
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Yhden otoksen testi varianssille

Testl

e Testisuureen
, _ (n-1)s"
- 2
Oy
normaaliarvo = (n — 1), koska nollahypoteesin
H, 0’ = o péatiessd E(s?) = o2, jolloin
E(¥?))=n-1
 Siten seké pienet ettd suuret testisuureen y2 arvot sen

normaaliarvoon (n — 1) n&hden viittaavat siihen, ett
nollahypoteesi el pade.

* Nollahypoteesi H, voidaan hylata, jos testin p-arvo on
kyllin pieni.

4
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkdysalueen maaraaminen 1/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:0° >0
niin kriittinen raja x> saadaan ehdosta
Pr(y2> %)=«
jossa
~x(n-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa

(2., +0)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkdysalueen maaraaminen 2/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:0° <o}
niin kriittinen raja y,. , saadaan ehdosta
Pr(y* < 7512—05 )=«
jossa
~x(n-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa

©, x.)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 3/4

« Valitaan testin merkitsevyystasoksi c.
« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa
H,:c°#0;
niin Kriittiset rajat ;(f_a/zja ;55/2 saadaan ehdoista
Pr(y° < le—a/z) = al2
Pr(y? 2;55/2 )= a2
jossa
7 ~xnh-1)
o Talloin testin hylkaysalue on muotoa

0, 12, ) 0, +0)
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Yhden otoksen testi varianssille
Testin hylkaysalueen maaraaminen 4/4

o Oletetaan, etta testin merkitsevyystasoksi on valittu c.

o Testin hylkaysalueen maaraamista voidaan
havainnollistaa alla olevilla kuvioilla.

. 2 2 . 2 2 .2 2
H, 0 >0, H,:0° <oy H,:0° # 0
2 1 2 1
x°(n-1) x°(n-1)
a a
l-a l-a
X 1z
— H
Hylkays- Hylkays-
alue alue
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 1/2

* Olkoon y2-testisuureen havaittu arvo y;.

« Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 1-suuntainen, testin p-
arvon maaraamista voidaan havainnollistaa alla olevilla

kuvioilla.

. 2 2
H, :0° >0,

. 2 2
H, 0" <oy

1-p

2°(n-1)

%

1-p

x2°(n-1)

Testin p-arvo = p

2

Testin p-arvo = p
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Yhden otoksen testi varianssille

Testin p-arvo 2/2

 Jos vaihtoehtoinen hypoteesi on 2-suuntainen:
H,:0° #0;
niin talléin testin p-arvo on
p=2xmin{Pr(y* 2 7),Pr(z* < 7))}
jossa

25~ 2% (n-1)
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Yhden otoksen testi varianssille
Normaalisuusoletuksen merkitys

« T4&ssa esitetyn varianssitestin yleisessa hypoteesissa
oletetaan, ettd havainnot ovat normaalijakautuneita.

« Testi on herkka poikkeamille normaalisuudesta ja testi ei
toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai
havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.

e Suuretkaan havaintojen lukumaarat eivat yleensa paranna
tilannetta.
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Tilastolliset menetelmat
Osa 3: Tilastolliset testit

Testeja odotusarvolle ja varianssille
>> Testit suhteellisille osuuksille
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

>> |Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testi suhteelliselle osuudelle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti
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Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testit laatueroasteikollisille muuttujille

» Tarkastelemme seuraavia testeja laatueroasteikollisille muuttujille:

— Testi suhteelliselle osuudelle
— Suhteellisten osuuksien vertailutesti

 Huomaa, ettd testeja saa — ja on usein myos jarkevaa — kayttaa
jarjestys-, valimatka- ja suhde-asteikollisille muuttujille.

o Testit ovat parametrisia testeja, joissa testauksen kohteena on
Bernoulli-jakauman odotusarvoparametri.

o Testi suhteelliselle osuudelle on yhden otoksen testi.
e Suhteellisten osuuksien vertailutesti on kahden otoksen testi.

Milla Kibble (2013)
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

Laatueroasteikollisten muuttujien testit
>> Testi suhteelliselle osuudelle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 1/3

* Olkoon A perusjoukon S tapahtuma ja olkoot
Pr(A) =p
PriA)=1-p=q

o Madritellaan satunnaismuuttuja X:

1, jos A sattuu

{O, Jos A ei satu

o TAalloin X ~ Bernoulli(p) ja
Pr(X =1)=p
Pr(X =0)=1-p=gq
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 2/3

o Oletetaan, etta tapahtuma A on muotoa
A = "Perusjoukon S alkiolla on ominaisuus P”
o Talloin
p=Pr(A)
on todennékoisyys poimia perusjoukosta S satunnaisesti
alkio, jolla on ominaisuus P.

o Jos perusjoukko S on aarellinen, niin todennédkaoisyys p
kuvaa niiden perusjoukon S alkioiden suhteellista osuutta,
joilla on ominaisuus P.
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma 3/3

e Olkoon X;, X, , ..., X, yksinkertainen satunnaisotos
perusjoukosta S, joka noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p)

« Asetetaan Bernoulli-jakauman parametrille p
nollahypoteesi

Ho . P= D
e Testausongelma:

Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin H,
kanssa?

 Ratkaisuna on testi suhteelliselle osuudelle.
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testausasetelma: Hypoteesit

* Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X. ~ Bernoulli(p),1=12,...,n, jossa
p=Pr(A),AcS
(2) Havainnot X, , X, , ..., X, ovat riippumattomia
* Nollahypoteesi H, :
Hy:p =1,
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H :p>p,
H, i p<p,
H,:p#p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Testi suhteelliselle osuudelle
Parametrien estimointi

e Olkoon f tapahtuman A frekvenssi siind n-kertaisessa
toistokokeessa, jota riippumattomien havaintojen
poimiminen Bernoulli-jakaumasta merkitsee.

o Talloin tapahtuman A suhteellinen frekvenssi eli osuus
p="f/n
on harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille
E(X)=p,1=1,2,...,n
e Huomaa, ettd frekvenssi f noudattaa binomijakaumaa para-
metrein n ja p:

f => X, ~Bin(n, p)
=1
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

nollahypoteesin H, patiessa

o Maaritelldan testisuure
7 — ﬁ_ Po
\/po (1_ po)/n
 Jos nollahypoteesi
Ho . P =D
patee, niin testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:

z~, N(0,1)
« Approksimaatio on tavallisesti riittdvan hyva, jos
np>10 jan(1-p) =10
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Testi suhteelliselle osuudelle
Testl suhteelliselle osuudelle:

Testisuure z mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
7 — ﬁ_ po
\/po(l_ po)/n

mittaa parametrin p estimaatin p ja nollahypoteesin
H, : p = p, kiinnittdman parametrin p arvon p, tilastollista
etaisyytta.

 Mittayksikkdna on erotuksen p — p, standardipoikkeaman

Jpa—p)
N

estimaattori, joka on maaratty olettaen, etta nollahypoteesi
H, patee.
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Testi suhteelliselle osuudelle

Testl

Testisuureen
7 — ﬁ_ Po
\/po (1_ po)/n
normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(z)=0
 Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.
 Nollahypoteesi H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
« Hylkdysalueen valinta ja p-arvon maaraaminen:
ks. lukua Tilastollinen testaus.
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Testit laatueroasteikollisille muuttujille

Laatueroasteikollisten muuttujien testit
Testi suhteelliselle osuudelle
>> Suhteellisten osuuksien vertailutesti
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma 1/4

e Olkoon A perusjoukon S, , k =1, 2 tapahtuma ja olkoot
Pr(A) = py
Pr(A%) = 1 - p, = g
o Maadritellaan satunnaismuuttujat X, , k=1, 2 :
1, jos A tapahtuu perusjoukossa S,

‘< {O, jos A ei tapahdu perusjoukossa S,
 Talloin X, ~ Bernoulli(p,) , k=1, 2 Ja

Pr(X, =1)=p,

Pr(X, =0)=1-p, =q,
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testausasetelma 2/4

o Oletetaan, etta tapahtuma A on muotoa
A = "Perusjoukon alkiolla on ominaisuus P”
o Talldin
P = Pr(A)
on todennakdisyys poimia perusjoukosta S, , k=1, 2
satunnaisesti alkio, jolla on ominaisuus P.

» Jos perusjoukko S, , k =1, 2 on aarellinen, niin
todennakdisyys p, kuvaa niiden perusjoukon S, alkioiden
suhteellista osuutta, joilla on ominaisuus P.

Milla Kibble (2013) 124



Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma 3/4

e Olkoon
Xips Xogrenny X
yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka

noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p,)
e Olkoon
Xizr Kggreoy X,
yksinkertainen satunnaisotos perusjoukosta S,, joka
noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p,)
o Olkoot otokset liséksi toisistaan riippumattomia.
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma 4/4

» Asetetaan Bernoulli-jakaumien parametreille p, ja p,
nollahypoteesi

Hy:p=p,=p
e Testausongelma:
Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin H, kanssa?
« Ratkaisuna on suhteellisten osuuksien vertailutesti.
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma:
Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypoteesi H :
(1) Havainnot X, ~ Bernoulli(p,),1=1,2,...,n,, jossa
p, = Pr(A), Ac S,
(2) Havainnot X, ~ Bernoulli(p,), j=12,...,n,, jossa
p, = Pr(A), AcS,
(3) Havainnot X;; ja X;, ovat riippumattomia kaikille 1 ja J
e Huomautus:

Oletus (3) sisaltaa kolme riippumattomuusoletusta:
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 sisalla.
e Havainnot ovat riippumattomia otoksien 1 ja 2 valilla.
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma:
Nollahypoteesi ja vaihtoehtoiset hypoteesit

* Nollahypoteesi H, :

Ho - P=P, =P
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H p > p,

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H i p <p,

H,:p,#p, 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Parametrien estimointi

» Olkoon f, tapahtuman A frekvenssi siina n,-kertaisessa
toistokokeessa, jota riippumattomien havaintojen
poimiminen Bernoulli-jakaumasta k merkitsee, k = 1, 2.

o Talloin tapahtuman A suhteellinen frekvenssi eli osuus
p.="f/n k=12
on harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille
P =ECK),1=1,2,...,n.,k=1,2

e Huomaa, etta frekvenssi f, noudattaa binomijakaumaa
parametrein n, ja p,:

fo =Y X, ~Bin(n,, p,) k=12
=1
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Yhdistetty otos

 Jos nollahypoteesi H, : p, = p, = p pétee, voidaan
otokset yhdistaa ja parametrin p harhaton estimaattori on
tapahtuman A suhteellinen frekvenssi yhdistetyssa
otoksessa:

_np+np, fi+1,

n +n, n,+n,

p
 Jos nollahypoteesi H, patee, niin

A 1- 1-
Var(p, - p,) = PL=P) , PA=P)
nl n2

= p- p)(1+1)

n, n
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

nollahypoteesin H, patiessa

e Maaritellaan testisuure
p1 o pz

J pL- ﬁ)(iﬁ]

 Jos nollahypoteesi
Ho -Pp=P, =P
patee, niin testisuure z noudattaa suurissa otoksissa
approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:
z~, N(0,1)
« Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos
nlfjl 29, nl(l_ ﬁl) 29, nzﬁz >3, nz(l_ I’jz) 29

/ =
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testisuure z mittaa tilastollista etaisyytta

e Testisuure
p1 o pz

J pL- ﬁ)(iﬁ]

mittaa tapahtuman A otoksista 1 ja 2 méaarattyjen
suhteellisten frekvenssien tilastollista etaisyytta.

o Mittayksikkona on erotuksen B, — P, standardipoikkeaman

J p(1- p)(1+1j
nl r]2

estimaattori, joka on maaréatty olettaen, etta nollahypoteesi
H, patee.

/ =
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Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testl

e Testisuureen

_ P — Py
R (1 1
1— T4
p( p)(nl+n2j

normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(z)=0
e Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat siihen, etta
nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypoteesi H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.

» Hylkaysalueen valinta ja p-arvon maaraaminen:
ks. lukua Tilastollinen testaus.
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Tilastolliset menetelmat

Osa 3: Tilastolliset testit

. Jakaumaoletuksien testaaminen
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Jakaumaoletuksien testaaminen
y’-yhteensopivuustesti 1/2

e Tavanomaisen t-testin yleisen hypoteesin mukaan
havainnot muodostavat (yksinkertaisen) satunnaisotoksen
normaalijakaumasta.

« Siten t-testin yleiseen hypoteesiin sisaltyy havaintojen
normaalisuutta koskeva jakaumaoletus.

« Koska normaalisuusoletuksesta pidetaan kiinni t-testia
tehtdessd, oletusta havaintojen normaalisuudesta on syyta
testata erikseen.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
y’-yhteensopivuustesti 2/2

« Jakaumaoletuksia koskevia tilastollisia testeja kutsutaan
tavallisesti yhteensopivuustesteiksi.

« Nimitys johtuu siita, ettd yhteensopivuustesteissa
tutkitaan sopivatko havainnot ja havaintojen jakaumasta
tehty oletus toisiinsa eli ovatko havainnot sopusoinnussa
tehdyn jakaumaoletuksen kanssa.

* Yleisena yhteensopivuustestina tilastotieteessa kaytetaan
y-testia.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
Normaalisuuden testaaminen

« Kaoska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema
tilastotieteessd, havaintojen normaalisuuden tutkimista
varten on kehitetty useita erilaisia menetelmia.

e Havaintojen normaalisuutta voidaan testata yleisella
y2-yhteensopivuustestilla tai erityisesti normaalisuus-
oletuksen testaamista varten konstruoiduilla testeilla.

 Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle perustuu
havaintojen vinouden ja huipukkuuden mittoihin.

« Wilkin ja Shapiron testi normaalisuudelle perustuu
ns. rankit plot -kuvioon, jonka avulla havaintojen
normaalisuutta voidaan tutkia graafisesti.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
r>-homogeenisuustesti

e QOletetaan, etta tilastollisen tutkimuksen kohteena oleva
perusjoukko voidaan jakaa kahteen tai useampaan
ryhmaan.

e Tehtdvana on selvittda noudattaako tutkimuksen

kohteena olevaa perusjoukon alkioiden ominaisuutta
kuvaava muuttuja kaikissa rynmissa samaa jakaumaa.

« Jos muuttuja noudattaa kaikissa ryhmissi samaa
jakaumaa, havaintoaineisto on tutkimuksen kohteena
olevan perusjoukon ominaisuuden suhteen homogeeninen.

* Yleisenda homogeenisuustestina tilastotieteessa kaytetaan
y-testia.
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Jakaumaoletuksien testaaminen
y>-riippumattomuustesti

o Oletetaan, ettd tilastollisen tutkimuksen kohteena olevan
perusjoukon alkiot voidaan luokitella ristiin kahden
faktorin eli tekijan A ja B suhteen.

e Tehtavana on selvittaa ovatko tekijat A jaB
riippumattomia.

» Jos tekijat A ja B ovat riippumattomia, tekijoitd A ja B
voidaan tarkastella erillisina.

* Yleisena riippumattomuustestina tilastotieteessa kaytetaan
y-testia.
Huomautus:

Testi voidaan yleistdd koskemaan useamman kuin kahden tekijan
rilppumattomuutta.
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Jakaumaoletuksien testaaminen

y>-testien jakaumista rippumattomuus ja
el-parametrisuus

o y*-testit yhteensopivuudelle, homogeenisuudelle ja
riippumattomuudelle ovat jakaumista riippumattomia,
el-parametrisia testeja:

(1) Testien yleiset hypoteesit eivat kiinnita havaintojen
jakaumaa.

(i) Testeissa el testata minkaan todennakoisyysjakauman
parametreja koskevia hypoteeseja.

(111) Naita testeja el kayda lapi talla kurssilla.
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