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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

© Milla Kibble (2013)



Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Muuttujien valiset riippuvuudet

tilastollisen tutkimuksen kohteena

o Tieteellisen tutkimuksen tarkeimmat ja mielen-
kiintoisimmat kysymykset liittyvat tavallisesti tutkimuksen
kohteena olevaa ilmiota kuvaavien muuttujien valisiin
riippuvuuksiin.

o Jos tilastollisen tutkimuksen kohteena olevaan ilmi6on
liittyy useampia kuin yksi muuttuja, yhden muuttujan
tilastolliset menetelmat antavat tavallisesti vain
rajoittuneen kuvan ilmigsta.

« Sovellusten kannalta ehk& merkittéavin osa tilastotiedetta
kasittelee kahden tai useamman muuttujan valisten
riippuvuuksien kuvaamista ja mallintamista.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Eksakti vs tilastollinen riippuvuus

o Tarkastelemme tassé esityksessa yksinkertaisuuden vuoksi
paéasiassa kahden muuttujan valista riippuvuutta:

(i) Sanomme, ettd muuttujien valinen riippuvuus on
eksaktia, jos toisen arvot voidaan ennustaa tarkasti
toisen saamien arvojen perusteella.

(i) Sanomme, ettd muuttujien valinen riippuvuus
on tilastollista, jos niiden valilla ei ole eksaktia
riippuvuutta, mutta toisen muuttujan arvoja voidaan
kayttda apuna toisen muuttujan arvojen
ennustamisessa.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

« Kahden muuttujan vélista lineaarista tilastollista
riippuvuutta kutsutaan tilastotieteessa tavallisesti
korrelaatioksi.

« Korrelaation eli lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuutta mittaavia tilastollisia tunnuslukuja kutsutaan
korrelaatiokertoimiksi.

« Korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien valisten
riippuvuuksien ymmartamiselle.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Tilastollinen riippuvuus ja regressio

* Vaikka korrelaatiot muodostavat perustan muuttujien
valisten riippuvuuksien ymmartamiselle, riippuvuuksia
halutaan tavallisesti analysoida my6s tarkemmin.

* Regressioanalyysi on tilastollinen menetelmé,
jossa jonkin, ns. selitettavan muuttujan tilastollista
riippuvuutta joistakin toisista, ns. selittavista muuttujista
pyritdédn mallintamaan regressiomalliksi kutsutulla
tilastollisella mallilla.
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Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

o Kuten yhden muuttujan havaintoaineistojen tapauksessa,
lahtokohdan kahden tai useamman muuttujan havainto-
aineistojen kuvaamiselle muodostaa tutustuminen
havaintoarvojen jakaumaan.

e Havaintoarvojen jakaumaa voidaan kuvailla ja esitella
tilvistamalla havaintoarvoihin sisaltyva informaatio
sopivaan muotoon:

— Havaintoarvojen jakaumaa kokonaisuutena voidaan
kuvata sopivasti valituilla graafisilla esityksilla.

— Havaintoarvojen jakauman karakteristisia
ominaisuuksia voidaan kuvata sopivasti valituilla
otostunnusluvuilla.
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
>> Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi

« Tarkastellaan tilannetta, jossa tutkimuksen kohteina
olevista havaintoyksikoista on mitattu kahden jarjestys-,
valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x ja y arvot.

e Muuttujien x ja y arvojen samaan havaintoyksikkdon
liittyvien parien muodostamaa havaintoaineistoa voidaan
kuvata graafisesti pistediagrammilla.

 Pistediagrammi sopii erityisesti kahden muuttujan valisen
riippuvuuden havainnollistamiseen.

» Pistediagrammi on keskeinen tyovéline korrelaatio- ja
regressioanalyysissa.
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pistediagrammi:
Maaritelma

Olkoot x ja y jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisia
muuttujia, joiden havaitut arvot ovat

X1y Xoy «oe s X,
Yi Y2, -0 Yn

Oletetaan lisaksi, ettd havaintoarvot x; ja y; liittyvat
samaan havaintoyksikkoon kaikille1=1, 2, ..., n.

Havaintoarvojen X, X,, ... , X, Ja ¥y, Yo, ... , Y, parien
pistediagrammi saadaan esittamalla lukuparit

x,y:),1=1,2,...,n
pisteind avaruudessa R”.

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
Havainnollistus

» Kuvio oikealla esittda lukuparien
(Xi Vi)
ja
maarittelemien pisteiden

esittamista tasokoordinaatistossa.

Yi

. ]

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
1. esimerkki = 1/2

» Hooken lain mukaan
Kierrejousen pituus riippuu
lineaarisesti jouseen ripustetusta
painosta.

» Oikealla on tulokset kokeesta,
jossa Hooken lain patevyytta
tutkittiin ripustamalla jouseen
6 erikokoista painoa.

o Merkitaan:
(x,y;),1=1,2,3,4,5,6
jossa
X; = paino |
y; = jousen pituus, kun
painona on x;

Paino (kg) | Pituus (cm)
0 43.00
2 43.60
4 44.05
6 44,55
8 45.00
10 45.50

© KE (2014)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
1. esimerkki = 2/2

» Pistediagrammi oikealla
havainnollistaa koetuloksia
graafisesti.

» QOvatko havainnot sopusoinnussa
Hooken lain kanssa?

e Vastausta tarkastellaan luvussa
Yhden selittdjan lineaarinen
regressiomalli.

Jousen pituus (cm)

46.00

45.50 A

45.00 1

44.50 A

44.00 A

43.50 H

43.00 1

42.50

Kierrejousen pituuden riippuvuus
jouseen ripustetusta painosta

0 2 4 6 8 10
Paino (kg)

12

© Milla Kibble (2013)

13



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
2. esimerkki = 1/2

» Perinndllisyystieteen

mukaan lapset perivat geneettiset
ominaisuutensa vanhemmiltaan.

o Periytyyko isén pituus heidén

pojilleen?

« Havaintoaineisto koostuu
300:n isan ja heidan poikiensa
pituuksien muodostamasta

lukuparista

(x,y;),1=1,2,...,300

jossa
X; = 1sén 1 pituus

y; = 1san i pojan pituus
» Ks. pistediagrammia oikealla.

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

195

190 1

185 1

180

175

170 1

165 1

160

* R . * e
* LI 22 X S 0o
* * * ‘ 3
. g S S )
* ¢ ** %00 o
¢ < *q
* L R 2
*

155

160 165 170 1v5 180 185 190

Isdn pituus (cm)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Pistediagrammi:
2. esimerkki = 2/2

« Yht4 pitkilla isilla ndyttaa olevan

monen mittaisia poikia.
o Mutta: Lyhyill4 isill4 ndyttaa
olevan keskimaarin lyhyempia

poikia kuin pitkilla isilla ja pitkilla

Isilla nayttéda olevan keskimaarin
pitempia poikia kuin lyhyilla
isilla.

« Téallaisten tilastollisten
riippuvuuksien analysoimista
lineaaristen regressiomallien

avulla tarkastellaan luvussa Yhden

selittgjan lineaarinen
regressiomalli.

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

195

190 1

185 1

180

175

170 1

165 1

160
155

160 165 170 1v5 180 185 190

Isdn pituus (cm)

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnusluvut

« Kahden valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan
havaintoarvojen parien muodostamaa jakaumaa voidaan
karakterisoida seuraavilla tunnusluvuilla:

— Havaintoarvojen keskiméaéaréista sijaintia kuvataan
aritmeettisilla keskiarvoilla.

— Havaintoarvojen hajaantuneisuutta tai
keskittyneisyytta kuvataan (otos-) keskihajonnoilla
tai (otos-) variansseilla.

— Havaintoarvojen lineaarista riippuvuutta kuvataan
otoskovarianssilla ja otoskorrelaatiokertoimella.

© Milla Kibble (2013) 16



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen

Havainnot
 Olkoot
X1y Xoy evy Xn
ja
Yi, Yo, ooy Y

valimatka- tai suhdeasteikollisten muuttujien x ja 'y
havaittuja arvoja.

e Oletetaan liséksi, etta havaintoarvot x; ja y; liittyvét

samaan havaintoyksikkoon i kaikille1=1, 2, ..., n.

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aritmeettiset keskiarvot:

Maaritelmat
e Havaintoarvojen Xy, X,, ... , X, aritmeettinen keskiarvo
on
1< X, + X, +++++ X
X = — X = 1 2 N
n; | n
e Havaintoarvojeny,,VY,, ..., Y, aritmeettinen keskiarvo
on
N R +Y,+ 4y,
y = _Z Y, = YitY,

n<s n

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Aritmeettiset keskiarvot:

Tulkinnat

e Havaintoarvojen pareista
(X,yi),1=1,2,...,n
laskettujen aritmeettisten keskiarvojen x ja y muodostama
lukupari
(X,Y)
on havaintoarvojen parien (X; , y; ) muodostamien
pistejoukon painopiste.
e Havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo kuvaa havainto-
arvojen keskimaaraista sijaintia.

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Varianssit:

Maaritelmat

e Havaintoarvojen Xy, X,, ... , X, (0t0os-) varianssi on

1 < 2
2 -
SS=——- > (X —X
" n—liz_ll( %)
jossa x on x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
e Havaintoarvojeny,V,, ..., Y, (0tos-) varianssi on

1 < 2
2 —
S =—— . —
=2 (Y)
Jossay on y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.

e Havaintoarvojen varianssi mittaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta tai keskittyneisyytta havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.

© KE (2014)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Keskihajonnat:

Maaritelmat

e Havaintoarvojen Xy, X,, ... , X, (0tos-) keskihajonta on
1 < N2
S, =.[— ) (X —X
" \/n—liz;( = X)
Jossa y on X-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
e Havaintoarvojeny, V., ..., Y, (otos-) keskihajonta on

Sy =\/nl_1i(yi—y)2

=1
jossa y On y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo.
« Havaintoarvojen keskihajonta mittaa havaintoarvojen

hajaantuneisuutta tai keskittyneisyytta havaintoarvojen
aritmeettisen keskiarvon suhteen.

© Milla Kibble (2013) 21



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Maaritelma
e Havaintoarvojen pareista (x;, y;) , 1=1, 2, ..., n laskettu
otoskovarianssi on
Sy =1 (%= X)(%-Y)
A P i
jossa

x = X-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

X- Ja y-havaintoarvojen otoskovarianssit niiden itsensa
kanssa ovat niiden variansseja:
2
SXX — S

< N X

Syy=S

© KE (2014) 22



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:
Tulkinta

e Havaintoarvojen pareista (x; ,y;),1=1,2, ...,n
laskettu otoskovarianssi s,, mittaa x- ja y-havaintoarvojen
yhteisvaihtelua niiden aritmeettisten keskiarvojen
muodostaman pisteen ymparilla.

* Mita suurempi on otoskovarianssin s, itseisarvo
Syl
sitd voimakkaampaa on x- ja y-havaintoarvojen
yhteisvaihtelu.

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 1/4

* Otoskovarianssin s,, merkin maaraa summalauseke

(1) Z(Xi _7)(yi - V)

o Summalausekkeen (1) I. termin

(% =X)(y; = Y)
Itseisarvo
X =X[|y, - V|
on sellaisen suorakaiteen pinta-ala, jonka sivujen pituudet ovat
% —X|
ja
‘Yi o 7‘

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 2/4

o Summalausekkeen (1) I. termin
(% =X)(y; —Y)
merkki méaraytyy seuraavalla tavalla:

(x —X)(y —¥) 20 (josx >X jay, >
| | ~ljosx <X jay; <

(x 3y —7) <0 (josx >X jay. <y
| | - |josx <X jay, >y

* Merkin maérdytymista voidaan havainnollistaa geometrisesti

seuraavalla tavalla (ks. kuviota seuraavalla kalvolla):

(i) Jaetaan xy-taso neljaan osaan eli neljannekseen pisteen (X, Y)
kautta piirretyilla koordinaattiakseleiden suuntaisilla suorilla.

(i)  Termin (x; —X)(y, —Y) merkin maaraa se, mihin neljannekseen
havaintopiste (X; , y; ) sijoittuu.

© Milla Kibble (2013) 25



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 3/4

(Xi _7)(yi o 7) <0 (Xi _7)(yi o 7) >0
R (. %,)
(X,y) |
A
L (%)
(Xi _7)(yi o 7) >0 (Xi _7)(yi o 7) <0

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi:

Merkin maaraytyminen 4/4

» Jos positiiviset termit summalausekkeeseen

(1) Z(Xi _7)(yi - V)

tuottavien suorakaiteiden yhteenlaskettu pinta-ala on suurempi
(pienempi) kuin negatiiviset termit tuottavien suorakaiteiden yhteen-
laskettu pinta-ala, otoskovarianssin s,, merkki on positiivinen
(negatiivinen).

» Siten otoskovarianssilla on taipumus saada positiivisia (negatiivisia)
arvoja, jos havaintopisteiden muodostama pistepilvi tai -parvi nayttaa
nousevalta (laskevalta) oikealle mentéessa.

© Milla Kibble (2013) 27



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi: Merkin maaraytyminen
Esimerkki 1/2

 Taulukossa oikealla on

i X y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). ;23 j g
 Aineistoa kuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . £
alhaalla.
Pistediagrammi
10
8 L 4
L 4
6 *
> .
N
L 4
*
5
0 ‘
0 2 4 6 8 10
X
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi: Merkin maaraytyminen

Esimerkki 2/2

« Kuvioon oikealla on lisatty havainto- - pistediagrammi
pisteiden painopiste . |
(X,V) = (4.833,5.333) 5 jj
6 1 f—._‘
 Lisdksi kuvioon on piirretty painopisteen 41 | ‘ \ o
kautta kulkevat koordinaattiakseleiden , (X.y)
suuntaiset suorat seké otoskovarianssin 0 I IV
merkin maaraytymista havainnollistavat o 2 4 6 8

suorakaiteet.

» (Otoskovarianssi on positiivinen, koska I ja
[11 neljanneksen suorakaiteiden
yhteenlaskettu pinta-ala on suurempi kuin
Il ja IV neljanneksen suora-kaiteiden
yhteenlaskettu pinta-ala.

© Milla Kibble (2013)



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Otoskovarianssi ja Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Maaritelma 1/2

Maaritelldén otoskovarianssin avulla x- ja y-
havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuuden mittari:

Havaintoarvojen pareista (x; , ;) , 1 =1, 2, ..., n laskettu
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin on
— SXY
Ny, =
5,8,
jossa

S,y = X- Ja y-havaintoarvojen otoskovarianssi
s, = X-havaintoarvojen keskihajonta
s, = Y-havaintoarvojen keskihajonta

© Milla Kibble (2013) 30



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:
Maaritelma 2/2

e Havaintoarvojen pareista (x;, y;) , 1 =1, 2, ..., n laskettu
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin voidaan kirjoittaa myos
muotoon

) _Jiﬁxi—xfji(yi—yf

=1

jossa
X = x-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo
y = y-havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo

© Milla Kibble (2013) 31



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Ominaisuuksia

e Havaintoarvojen pareista (x; , y;) , 1 =1, 2, ..., n lasketulla
Pearsonin otoskorrelaatiokertoimella r,, on seuraavat
ominaisuudet:

(1) -1<r, <+1
(i) r, =%1, Jos javain jos
Y, =a+ [X

jossa « Ja f ovat reaalisia vakiota ja g # 0.
Lisaksi sgn(f) =sgn(r,,)

()  Korrelaatiokertoimella r,, ja kovarianssilla s,
on aina sama merkKki.

© Milla Kibble (2013) 32



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Tulkinta

Havaintoarvojen pareista (x;, y;) ,1=1,2, ... ,n

laskettu Pearsonin otoskorrelaatiokerroin r,, mittaa x- ja
y-havaintoarvojen lineaarisen tilastollisen riippuvuuden
voimakkuutta.

Jos r,, = 1, niin x- Ja y-havaintoarvojen valilla on eksaktl
eli funktionaalinen lineaarinen riippuvuus, mika merkitsee
sita, etta kaikki havaintopisteet (x; , y;) asettuvat samalle
suoralle.

Jos r,, = 0, niin x- Ja y-havaintoarvojen valilla el voi olla
eksaktia lineaarista riippuvuutta.

Vaikkar,, = 0, x- Ja y-havaintoarvojen valilla saattaa silti
olla jopa eksakti epalineaarinen riippuvuus.

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Pearsonin otoskorrelaatiokerroin:

Havainnollistus

« Kauviot alla havainnollistavat kahden muuttujan havaittujen arvojen
(n = 30) pistediagrammin ilmeen ja korrelaation valista yhteytta.

=081 . ||||[ry, =062 ||y =048 "
. .o.‘ ::. o o : }. o®® . o 0:: ..o °
. ¢ 2 . ..?. 0. . . . ° L ° °
° .:. ° 0. .: .. : .. o * \ss
T ‘:o. ®e ° :9.. . ¢ .,
Iy = —0.43 « |l|ry=-083 < . ||||ry=-1 .
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 1/4

» Oletetaan, ettd haluamme laskea havaintoarvojen pareista
(x,y),1=1,2,...,n
seuraavat otostunnusluvut kasin tai kayttamalla laskinta:
(1) Aritmeettiset keskiarvot: X , y
(ii) Varianssit: s; , s
(ii1) Keskihajonnat: s, , S
(lv) Kovarianssi: s,,
(v) Korrelaaatio: r,,

o Talloin tarvittavat laskutoimitukset on mukavinta jarjestaa
seuraavalla kalvolla esitettavan kaavion muotoon.

y
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 2/4

o Maarataan ensin havaintoarvojen summat, neliossummat ja
tulosumma:

| X Yi Xi2 Yi2 X Yi
1 X Yi X12 y12 X Yi
X | Y. | % | Y2 | %Y,
n X, | Yo | X% | Yo | XVa
summa | > x| 2V | 2% | 295 [ 2%,
i1=1 = i=1 = 1=

© Milla Kibble (2013)



Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 3/4

e Havaintoarvojen aritmeettiset keskiarvot, varianssit ja
kovarianssi saadaan havaintoarvojen summista, nelio-
summista ja tulosummasta alla esitetyillé kaavoilla:

x:igxi sjzni_l 3 _(ZXU

Kl—l
y=23y, a- L >y ‘(Zyj
ne=" Ton-1F0 |

© Milla Kibble (2013)
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Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
Tunnuslukujen laskeminen 4/4

Havaintoarvojen keskihajonnat ja Pearsonin otos-

korrelaatiokerroin saadaan havaintoarvojen variansseista
Ja kovarianssista alla esitetyilla kaavoilla:

S, =4/S.
_ [e2
Sy_ Sy
SXy

I'Xyz
S.S
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Tilastollinen riippuvuus ja korrelaatio

Tilastollinen riippuvuus, korrelaatio ja regressio
Kahden muuttujan havaintoaineiston kuvaaminen
>> Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus

© Milla Kibble (2013)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 1/2

e QOlkoon
(X, Y)
satunnaismuuttujien X ja Y muodostama jarjestetty pari.
e Olkoot
py =E(X)
py =E(Y)
satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ja
oy =Var(X)=D*(X) = E[(X — st )’]
oy = Var(Y) =D*(Y) = E[(Y - 4,)’]
satunnaismuuttujien X ja Y varianssit.

© Milla Kibble (2013)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien kovarianssi ja korrelaatio 2/2

o Maaritellaan satunnaismuuttujien X ja 'Y kovarianssi oyy
kaavalla

oy =Cov(X,Y)=E[(X =, )(Y — )]
e Maaritellaan satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatio pyy
kaavalla

Pxy =Cor(X,Y) = Zx

_ Ox Oy
jossa

oy =D(X)=c%
Oy :D(Y):\/;\?
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Satunnaismuuttujien korrelaatio

o Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiota
Oy = Cor(X,Y)
kutsutaan tavallisesti Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokertoimeksi.

 Pearsonin korrelaatiokerroin py, mittaa
satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisen riippuvuuden
voimakkuutta.

e Huomautus:

Tutustuimme Pearsonin korrelaatiokertoimeen
todennakdisyyslaskennan luennossa Moniulotteiset
satunnaismuuttujat ja jakaumat.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 1/3

o Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y muodostama
jarjestetty pari (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaali-
jakaumaa N, (s, 1y, 032, o2, Pyy), jOSSA

Hy =E(X) py =E(Y)
o: =Var(X) o; =Var(Y)
Pxy =Cor(X,Y)

e QOlkoon

(X.,Y),i=12,...,n

riippumaton satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja 'Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 2/3

e Olkoot
X =

Sxy :ni_zn:(xi B X)(Yi -Y)

_ Sxy
Sx Sy

r.)(Y

tavanomaiset havaintoarvojen pareista (x vy j=12,...

lasketut otostunnusluvut.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi 3/3

o Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin (tulomomentti-)
korrelaatiokerroin

O'yy

Pxy =Cor(X,Y) =
Ox Oy

voidaan estimoida vastaavalla Pearsonin otoskorrelaatio-
kertoimella

SXY
SX SY

rXY
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Pearsonin korrelaatiokerroin

« Estimaattori ry, voidaan johtaa suurimman uskottavuuden
menetelmalla.

e Luottamusvalit ja testit Pearsonin
tulomomenttikorrelaatiokertoimelle p,, voidaan konstruoida
samantapaisella tekniikalla kuin luottamusvélit ja testit konstruoidaan

normaalijakauman odotusarvolle.

o Tassa esityksessa tarkastellaan vain yhté testid Pearsonin
tulomomenttikorrelaatiokertoimelle p,. Se on erikoistapaus Yhden
otoksen testista korrelaatiokertoimelle: Korreloimattomuuden
testaaminen. (Testataan nollahypoteesia

Hy oy = 0y

jossa 0Oy = 0).
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testausasetelma

e Monissa tutkimustilanteissa ollaan kiinnostuneita siita
ovatko satunnaismuuttujat X ja Y korreloimattomia vai el.

e Huomautuksia:

—  Satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuudesta el
valttdmatta seuraa niiden riippumattomuus, vaikka satunnais-
muuttujien X ja Y riippumattomuudesta seuraa aina niiden
korreloimattomuus.

— Jos satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat 2-ulotteista normaali-
jakaumaa, satunnaismuuttujien X ja Y korreloimattomuudesta
seuraa niiden riippumattomuus.

— Monissa tutkimusasetelmissa toivotaan, etta korreloimattomuus-
oletus tulee testissa hylatyksi.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Yleinen hypoteesi

* Yleinen hypoteesi H :

(i) Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X ja Y jarjestetty
pari (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa,
jonka parametrit ovat

py =E(X) py =E(Y)
o’ =Var(X) o; =Var(Y)
Pxy =Cor(X,Y)

(i) Olkoon

(X.,Y),i=12,....n

satunnaisotos satunnaismuuttujien X ja 'Y
muodostaman parin (X, Y) jakaumasta.
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi

* Nollahypoteesi H, :
Hy: pyy =0
 Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
H,:p >0
H,:py <0
H,:p. #0 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi

} 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Parametrien estimointi

o Estimoidaan 2-ulotteisen normaalijakauman parametrit
tavanomaisilla estimaattoreillaan:

1 < . -
Sxy :E;(Xi - X)(Y; =Y)

S
r o= XY
XY S, S,
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testisuure ja sen jakauma

e Maaritellaan t-testisuure

t=~+n-2 xy
J1-1g,

 Jos nollahypoteesi
Hy oy =0
patee, testisuure t noudattaa Studentin t-jakaumaa, jonka
vapausasteluku on n — 2:

t~t(n-2)
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Pearsonin korrelaatiokertoimen estimointi ja testaus
Korreloimattomuuden testaaminen:

Testl

« Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin
H,: p,, =0 patiessa
E(t)=0
 Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat
siihen, etta nollahypoteesi H, el pade.

* Nollahypoteesi H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin
pieni.
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Tilastolliset menetelmat

Osa 4: Lineaarinen regressioanalyysi

. Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli
(Osal)

© KE (2014)

53



Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

>> Yhden selittgjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

o Oletetaan, etta selitettdvan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan selittaa selittavan muuttujan
eli selittdjan x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

 Tehdaan seuraavat oletukset:

(1) Selitettava muuttuja y on suhdeasteikollinen
satunnaismuuttuja.

(i) Selittdva muuttuja x on kiintea eli ei-satunnainen
muuttuja.

o Satunnaisen selittgjan tapausta kasitelladn taméan luvun
Iopussa (OS& 2) kappaleissa Yhden selittdjan lineaarisen
regressiomalli ja satunnainen selittgja ja 2-ulotteisen normaalijakauman

regressiofunktioiden estimointi.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Havainnot

« Olkoot
Yi Yor oo 0 Yn
selitettdvan muuttujan y ja
X1y Xoy «ee s Xp

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

e Oletetaan liséksi, etta havaintoarvot x; ja y; liittyvét
samaan havaintoyksikkoon kaikille1 =1, 2, ..., n.

 Talloin havaintoarvot x; jJa y; muodostavat pisteita
2-ulotteisessa avaruudessa:

(x,y)eR?,i=12,...,n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 1/2

» Oletetaan, etta havaintoarvojen y; ja x; valilla on
lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista
yhtalolla
(1) v.=4,+pX%X+¢& ,1=12,....n

o Yhtal6 (1) méaarittelee yhden selittgjan lineaarisen
regressiomallin, jossa

y; = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikossa i

x; = selittdvan muuttujan eli selittajan x ei-
satunnainen ja havaittu arvo havaintoyksikossa |

& = Jaannos- eli virhetermin g satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikossa |
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Malli ja sen osat 2/2

Yhden selittgjan lineaarisessa regressiomallissa
() Vi =B, + X +e& ,1=12,.
on sedraavat regressmkertmmet

S, = vakioselittajan regressiokerroin;
[, 0n ei-satunnainen ja tuntematon vakio

P = selittajan x regressiokerroin;
S 0n ei-satunnainen ja tuntematon vakio

Kutsumme yhtalon (1) maarittelemaa mallia tavalliseksi yhden
selittqjan lineaariseksi regressiomalliksi.

Huomautus:
Jatkossa esitettavat kaavat eivat valttamatta pade téssa

esitettdvassd muodossa, jos mallissa ei ole vakioselittdjaa.

Oletamme jatkossa, ettd mallissa on aina vakioselittaja.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Standardioletukset jdannostermeista 1/2

« Tehdaan tavallisen yhden selittjan lineaarisen regressio-
mallin

V. =B, + X +& ,1=12,...,n
jaannos- eli virhetermeista g ns. standardioletukset:
() E(g)=0,i=12,...,n
(i)  Jad&nnostermeilld on vakiovarianssi eli
ne ovat homoskedastisia:

Var(g)=0",i=12,...,n
(il1)  Jd&nnOstermit ovat korreloimattomia:
Cor(e,,&)=0,1=1
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Standardioletukset jdannostermeista 2/2

 Lisaksi jaannos- eli virhetermeista & tehdaan tavallisesti
normaalisuusoletus:
(iv) & ~ N(0,5%),i=12,...,n
e Huomautus:
Oletus (iv) sisaltadé oletukset (i) ja (ii).
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Selitettavan muuttujan ominaisuudet

» Jos tavallisen yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n

jaannos- eli virhetermeja & koskevat standardioletukset
(1)-(ii1) patevat, mallin selitettdvan muuttujan y havaituilla
arvoilla y; on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

(i) E()=B+BX.i=12...n
(i)’ Var(y,)=0c%,i=12,...,n
(iii)” Cor(y.,y,)=0,i=]

 Jos lisaksi jaannds- eli virhetermeja & koskeva
normaalisuusoletus (iv) patee, niin

(V) Y, ~N(B, + 8% ,62),i=12,...n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin parametrit

« Tavallisen yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n

parametreja ovat mallin regressiokertoimet g, ja g, seka
jaannos- eli virhetermien g yhteinen varianssi

Var(e,) —o?,i=12,....n
jota kutsutaan jaannosvarianssiksi.

» Koska regressiokertoimet £, ja £, seka jaannosvarianssi
o2 ovat tavallisesti tuntemattomia, ne on estimoitava
muuttujien x ja 'y havaituista arvoista x; ja y; ,
1=12,...,n.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 1/2

» Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n
jaannos- eli virhetermeja & koskeva standardioletus
(i) E(g)=0,i=12,...,n
patee.

 Talloin selitettdvan muuttujan y havaitut arvot y; voidaan
esittda seuraavalla tavalla kahden osatekijan summana:

yi:E(yi)+gi,i:l,2,...,n
jossa
E(y)) =5+ f%,1=1,2,...,n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Mallin systemaattinen ja satunnainen osa 2/2

e (Qdotusarvo

E() = o+ B, 1=1,2,...,n
muodostaa tavallisen yhden selittjan lineaarisen

regressiomallin systemaattisen osan eli rakenneosan,
joka riippuu selittajalle x annetuista arvoista.

e Jaannos- eli virhetermi
&,1=1,2,...,n

muodostaa mallin satunnaisen osan, joka el riipu
selittgjalle x annetuista arvoista.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuora

o Tavallisen yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n
systemaattinen osa E(y;) = S, + f;X; maarittelee suoran
y = fot Pix
avaruudessa R*.
e Suoraa kutsutaan regressiosuoraksi ja sen yhtalossa
[, = regressiosuoran ja y-akselin leikkauspiste
S, = regressiosuoran kulmakerroin

 Ja&nnos- eli virhetermien & varianssi o2 kuvaa havainto-
pisteiden (x; , y;) , 1 =1, 2, ..., n vaihtelua regressiosuoran
ymparilla.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Regressiosuoran kulmakertoimen tulkinta

o Tavallisen yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
systemaattisen osan maaritteleman regressiosuoran

y= /5ot X
kulmakertoimella f; seuraava tulkinta:
e Oletetaan, etta selittgjan x arvo kasvaa yhdella yksikolla:
X—>Xx+1

Talloin kerroin g, kertoo paljonko selitettavan muuttujan y
vastaava odotettavissa oleva arvo muuttuu:

E(y) =5+ ,le —> ot Bix+1)
Dot bix+
E(y) + A
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
>> Yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimointiongelma

» Tavallisen yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
yi :180 +181Xi +&, | =1,2,...,n

regressiokertoimet £, ja £; ovat normaalisti tuntemattomia,
joten ne on estimoitava muuttujien x ja y havaituista arvoista
X;jay;,1=1,2,...,n.

e Estimoinnissa regressiokertoimille g, ja £, pyritaan l0ytamaan
sellaiset arvot, ettd nilden maaradma regressio-suora selittaisi
mahdollisimman hyvin selitettdvan muuttujan y arvojen vaihtelun.

» Regressiokertoimien £, ja £, estimointiin on tarjolla useita erilaisia
menetelmid, joista yleisin on pienimman neliossumman menetelma.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Pienimman neli6summan menetelma

e Plenimmaéan neliossumman menetelmassa mallin
yi :ﬂo +ﬂlxi -|—8i ) | :1,2,...,n

regressiokertoimien £, ja £, estimaattorit maarataan
minimoimalla jaannds- eli virhetermien & neliocsumma

igiz = i(yi _/Bo _:lei)z

regressiokertoimien £, ja S, suhteen.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Otostunnusluvut

o Maaritellaan havaintojen x; jay;,1=1,2, ..., n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

ni:1 nl—l
=T Y (x-x)?  s= T Y(y-y)
n-143 ! 15
Sy = T3 (% —X)(Y ~Y)
Xy n—li:1 i [
ro=
Xy
5,S,
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Regressiokertoimien PNS-estimaattorit

« Tavallisen yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n

regressiokertoimien £, ja £, pienimman neliGsumman
(PNS-) estimaattorit ovat

bozy_b17
S
_ X y
bl_Sz _rxyS
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 1/4

« Tavallisen yhden selittajan lineaarisen regressiomallin
Yi :180 +ﬁ1xi + &, 1=12,...,Nn

regressiokertoimet 3, ja S, estimoidaan PNS-menetelmalla
minimoimalla jaanndstermien & neliGsumma

S(By, B) = igiz = Zn:(yi - Do _:lei)z

Kertoimien f, ja S, suhteen

e Tama tapahtuu tavanomaiseen tapaan derivoimalla funktio S(5, , A;)
Kertoimien g, ja S, suhteen ja merkitsemalla derivaatat nolliksi.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 2/4

e Derivoidaan funktio

S(fy: B) = igiz = i(yi = Do _ﬂlxi)z

regressiokertoimien £, ja f; suhteen ja merkitaan derivaatat nolliksi:

356y, ) _

o =5 2Z(y. By~ Bx)=0
35(fy. ) _ i}

@ =% 2Z(y. By~ BX)% =

* Regressiokertoimien ,80 ja p; PNS-estimaattorit saadaan normaali-
yhtaloiden (1) ja (2) ratkaisuina.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 3/4

« Kirjoitetaan normaaliyhtalot (1) ja (2) muotoihin

A X y-nf,-AY X =0

(2)' Z YiXi _,Bozxi _ﬂlzxiz =0
i=1 i=1 i=1
» Ratkaistaan £, yhtélosta (1)

®) F=rY VA X% =YX

ja sijoitetaan ratkaisu yhtaloon (2):

@) D yx-nyxngx’ - A3 =0

i=1
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

PNS-estimaattoreiden johto 4/4

e Parametrin B; PNS-estimaattoriksi saadaan yhtéalosta (4):

ZY.X. —Nnyx
S, S
(5) bl - Szy :rxys_y
ij —nx? X X
i=1

« Sijoittamalla b, yhtaloon (3) saadaan parametrin 3, PNS-
estimaattoriksi

(6) bo =y- b17
e Sivuutamme sen osoittamisen, etta saatu aariarvo on todellakin
minimi.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/3

 Taulukossa oikealla on

i X y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). ;23 j g
 Aineistoa kuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . £
alhaalla.
Pistediagrammi
10
8 L 4
L 4
6 *
> *
N
L 4
*
5
0 ‘
0 2 4 6 8 10
X
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Alla olevassa taulukossa on laskettu muuttujien x ja y havaittujen
arvojen summat, neliGsummat ja tulosumma.

i X y X © y“ Xy
1 1 2.5 1 6.25 2.5
2 3 3 9 9 9
3 4 6 16 36 24
4 6 5 36 25 30
5 7 7.5 49 56.25 52.5
6 8 8 64 64 64
Summa 29 32 175 196.5 182

* Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
Vi = By+ BX +&,1=12,..,n

regressiokertoimien f, ja B, PNS-estimaatit voidaan laskea naista
viidestd summasta; ks. seuraavaa kalvoa.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Tunnuslukujen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

» Regressiokertoimien £, ja B; PNS-estimaatit:

=1in :%x29:4.833

Iy o 1h3-5333
n4g 6

n 1 n
inyi_n(zxij(zmj 182—6><29><32
b1:i=1 i=1 —
n 1 n _1 2
;Xiz_n(gxij 175 6><29

b, =V —bX =5.333-0.7847 x 4.833 =1.541

=0.785
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 1/3

« Tavallisen yhden selittdjan lineaarinen regressiomallin
Yi=B+ X +e,1=12,...,n

regressiokertoimien £, ja f;, PNS-estimaattorit b, ja b,
maarittelevat suoran avaruudessa R*:

y =D, + b;X
jossa

b, = estimoidun regressiosuoran ja y-akselin
leikkauspiste

b, = estimoidun regressiosuoran kulmakerroin
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 2/3

 Sijoitetaan regressiokertoimien £, ja £, PNS-

estimaattoreiden lausekkeet

bO:y_blx blzrxys_

X
estimoidun regressiosuoran lausekkeeseen.

o Talloin estimoidun regressiosuoran yhtalo voidaan

Kirjoittaa seuraavaan muotoon:

s,
y:y+rxys_(x_x)

e Yhtalosta nahdaan, etta estimoitu regressiosuora kulkee
havaintopisteiden (x;, y;) , 1 =1, 2, ... , n painopisteen
(X,y) kautta.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora 3/3

o Estimoidulla regressiosuoralla
y=Y+ rxys—y(x—Y)
SX
on seuraavat ominaisuudet:
(1) Josr,, >0, suora on nouseva.
(i) Josr, <0, suora on laskeva.
(i) Jos r, =0, suora on vaakasuorassa.
(iv) Suora jyrkkenee (loivenee), jos
— korrelaation itseisarvo |r, | kasvaa (pienenee)
— keskihajonta s, kasvaa (pienenee)

— keskihajonta s, pienenee (kasvaa)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora:

Havainnollistava esimerkki 1/2

 Taulukossa oikealla on

i X y
keinotekoisen kahden muuttujan 1 1 2.5
aineiston havaintoarvot (n = 6). ;23 j g
 Aineistoa kuvaava 4 6 5
pistediagrammi on oikealla > . £
alhaalla.
Pistediagrammi
10
8 L 4
L 4
6 *
> .
.l
L 4
*
2 .
0 ‘
0 2 4 6 8 10
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Estimoitu regressiosuora:

Havainnollistava esimerkki 2/2

* Yhden selittjan lineaarisen
regressiomallin

Pistediagrammi

[y
o

Y, = ﬂo +,81Xi + &; Z y = 0.7847x + 1.5407
. R?=0.8303
1=12,...,n 7
regressiokertoimien S, ja g, . :
PNS-estimaateiksi saatiin edella 4
by = 1.5407 i
b, =0.7847 L
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
« Estimoidun regressiosuoran 0 1 2 3 4 5 6

yhtalo on siten
y =1.5407 + 0.7847x

ks. kuviota oikealla.
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Paattely yhden selittdjan lineaarisesta regressiomallista
Mallia koskeva tilastollinen paattely

* Voisimme tutulla tavalla myds maarata tavallisen yhden
selittgjan lineaarisen regressiomallin

Yi=B+hX+e&,1=12,...,n

regressiokertoimien £, ja £, pienimman neliGsumman
(PNS-) estimaattoreitten b, ja b, otosjakaumat ja
regressiokertoimien luottamusvalit ja tarkastella testeja
regressiokertoimille.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit

» Olkoot b, ja b; yhden selittajan lineaarisen regressiomallin
Vi =B+ X%+, 1=12,...,n
regressiokertoimien £, ja f, PNS-estimaattorit.
o Maaritellaan estimoidun mallin sovitteet kaavalla
V. =b,+bx ,1=12,...,n
o Maaritellaan estimoidun mallin residuaalit kaavalla
€ =Y, _yi =Y, _bo _blxi 1=12,...,n

e Huomaa, etta

y, =Yy +e,i=12,...,n
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Tulkinnat 1/2

e Sovite
V. =b,+bx ,1=12,...,n
on estimoidun regressiosuoran antama arvo selitettavélle
muuttujalle y havaintopisteessa x; .
e Residuaali
e =Y -V =y -b—-bx,1=12...n
on selitettdvan muuttujan y havaitun arvon y; ja sovitteen
Y, erotus.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Tulkinnat 2/2

o Estimoitu regressiomalli selittaa selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun sitd paremmin
mita lahempana estimoidun mallin sovitteet y. ovat
selitettdvan muuttujan y havaittuja arvoja y; .

e Yhtapitavasti edellisen kanssa:

Estimoitu regressiomalli selittda selitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen y; vaihtelun sita paremmin mita
pienempia ovat estimoidun mallin residuaalit e; .
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistus

» Kuvio oikealla havainnollistaa
sovitteiden ja residuaalien , g
geometrista tulkintaa.

o Malli:

Vi =B+ X+ ,1=12,...,n
e PNS-suora:

y =b, +b,x
e Sovite:

¥, =b,+bXx ,i=12...,n B
» Residuaali:

e=Y -V ,i=12...,n

>‘<

N 7
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistava esimerkki 1/3

» Taulukossa oikealla on
keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).

» Estimoidun regressiosuoran
yhtaldksi saatiin edellé

y =1.5407 + 0.7847x
ks. kuviota oikealla.

OO |WIN|FPL—

o|N|o|d|w|] X
o

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Sovitteet ja residuaalit:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Alla olevassa taulukossa on laskettu estimoidun mallin
y =1.5407 + 0.7847x
sovitteet y ja residuaalit e:

i X y Sovite [Residuaali
1 1 2.5 2.325 0.175
2 3 3 3.895 -0.895
3 4 6 4.679 1.321
4 6 5 6.249 -1.249
5 7 7.5 7.033 0.467
6 8 8 7.818 0.182
- Summa 29 32 32.000 0.000

e Esimerkiksi, kuni =3, niin
¥, =1.5407 +0.7847x, =1.5407 + 0.7847 x4 = 4.679
e, =Y,— ¥, =6-4.679=1.321
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi

Sovitteet ja residuaalit:
Havainnollistava esimerkki 3/3

» Kuvioon oikealla on lisétty
estimoidun regressiomallin
residuaaleja vastaavat janat.

e Huomautus:

Pienimman neliGsumman .
menetelmé&ssa regressiosuoran
kertoimet tulevat valituiksi siten,
ettd estimoidun mallin residuaaleja
vastaavien janojen pituuksien
nelididen summa on pienin

=
o

Pistediagrammi

O Fr N W b~ O O N O ©
—————————

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303

mahdollinen.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi 1/2

» Jos tavallisen yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
jaannos- eli virhetermeja & koskevat standardioletukset
(i)-(iii) patevat, jaannosvarianssin Var(g) = o2 harhaton
estimaattori on

5 _ L e’
n—-243
jossa
e =Y -V =y -b—-bx,1=12...n
= estimoidun mallin residuaali

n = havaintojen lukumaéara
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi 2/2

e JadnnoOsvarianssin o2 estimaattori

1 n
=" ¢
n—-243

Kuvaa havaintopisteiden (x; , y;) , 1 = 1, 2,

estimoidun regressiosuoran ymparilla.

. n vaihtelua

© Milla Kibble (2013)
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Kommentti

 Estimaattori s? on todellakin residuaalien e; varianssi.
e T&ma seuraa slita, ettd mallissa on vakioselittaja, jolloin

Zn:ei =0
i=1

ja siten myos

jolloin
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 1/2

» Taulukossa alla on keinotekoisen
kahden muuttujan aineiston

Pistediagrammi

10
havaintoarvot (n = 6) *1 y=0.7847 + 15407
8] R? = 0.8303
i X y [
1 1 2.5 °
2 3 3 >0
3 4 6 *
4 6 5 2
5 7 75 ;|
6 8 8 0

e Aineistoa kuvaava

pistediagrammi on oikealla.

« Kuvioon on merkitty myos
aineistosta estimoidun regressio-
suoran yhtalo.
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Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
Jaannosvarianssin estimointi:

Havainnollistava esimerkki 2/2

 Alla olevassa taulukossa on laskettu estimoidun mallin sovitteet V,
residuaalit e (sovitteiden ja residuaalien laskemista on ké&sitelty edelld)

ja residuaalien neliot e2.

i X y Sovite |Residuaalil Res®
1 1 2.5 2.325 0.175 0.030
2 3 3 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 4.679 1.321 1.744
4 6 5 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 7.033 0.467 0.218
6 8 8 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 32.000 0.000 4.385

52 =

1 n

n-24<"

e

1

x4.385=1.096

e Jaannosvarianssin o2 harhaton estimaattori on
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja sita koskevat oletukset
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin estimointi
>> Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste

© Milla Kibble (2013)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman idea

* Yhden selittdjan regressiomallin tehtdavana on selittaa
selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelu
selittavan muuttujan x havaittujen arvojen vaihtelulla.

e Onnistumista tassa tehtavassa voldaan kuvata ns.
varianssianalyysihajotelman avulla.

» Hajotelmassa selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen
kokonaisvaihtelua kuvaava ns. kokonaisneliGsumma
jaetaan kahden osatekijan summaksi:

(i) Toinen osatekija kuvaa estimoidun mallin selittamaa
osaa kokonaisvaihtelusta.

(i) Toinen osatekija kuvaa mallilla selittamatta jaanytta
osaa kokonaisvaihtelusta.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonaisnelibsumma

e Nelibsumma

SST =3 (y, - y)’

kuvaa selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y;
vaihtelua ja sita kutsutaan kokonaisneliosummaksi.

o Selitettavan muuttujan y havaittujen arvojen y; varianssi
voidaan méaritellad kaavalla

sj :LSST
n-1

© Milla Kibble (2013)
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Jaannosnelibsumma

e Nelibsumma

SSE = Zn:ef
=1

kuvaa residuaalien g; vaihtelua ja sita kutsutaan jaannos-
nelibsummaksi.

» Koska mallissa on vakioselittdja, jolloin 2e; = 0,
residuaalien e; varianssi voidaan maaritella kaavalla

sZ:LSSE
n—2

e $20n jaanndsvarianssin o2 harhaton estimaattori.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 1/4

e Voidaan osoittaa, ettd yhden selittdjan lineaarisessa

regressiomallissa jaannosneliosumma SSE ja kokonais-
neliosumma SST toteuttavat yhtalot

SSE =) 67 = (L-rg) X (¥~ V)" = (1-1;)SST
=1 =1

jossa
r,=—2

Yss,

= selitettdvan muuttujan y ja selittdjan x
havaittujen arvojen otoskorrelaatiokerroin
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 2/4

* Koska otoskorrelaatiokerroin r,, toteuttaa epayhtalot
-1<r, <+1

yhtaldista

SSE=>"e’=(1-r2)> (y,—y)" =(@1-r2)SST
i=1 =1

nahdaan valittomasti, etta
SSE < SST
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 3/4

o Yhtaloista
SSE = Ze = (1- rxi);(yi -y)* =(-r,)SST

ndhdaan, etta seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(i) SSE=0
(i) e =0Kkaikillei=1,2,...,n
(i) ry,==1

« Jos ehdot (i)-(ii1) patevét, niin kaikki havaintopisteet
(x,vy:),1=1,2,...,novat samalla suoralla ja tata suoraa
vastaava lineaarinen regressiomalli selittaa taydellisesti
selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Kokonais- ja jaannosneliosumman yhteys 4/4

e Yhtaloista

SSE=Y e’ =(1-r2)> (y;—y)? =(@1-r2)SST
i=1 =1

ndhdaan, etta seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(i) SSE=SST
(i) e =y -V kaikillei=1,2,...,n
(iii)’ 1, =0

o Jos ehdot (i) -(iii)” patevat, niin selitettdvan muuttujan y
havaittujen arvojen vaihtelua ei voida selittaa mallina
kaytetyn lineaarisen regressiomallin avulla.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Mallinelibsumma

o Maaritelldaan suure SSM yhtalolla
SSM = SST - SSE
o Koska
0 <SSE <SST
niin
SSM >0
o Koska voidaan osoittaa, etta

SSM = Z(S\ﬁ - 7)2
i=1

suuretta SSM kutsutaan mallinelibsummaksi.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 1/2

e Edelld esitetyn mukaan kokonaisneliGsumma

SST = Z(y. y)’

voidaan eS|ttaa kahden osatekijan SSM ja SSE summana:
SST = SSM + SSE
jossa

SSM = Z(y| - 7)2
i=1
ja

SSE = Zn:ef
=1
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelma 2/2

« Varianssianalyysihajotelmassa
SST = SSM + SSE

selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua
kuvaava kokonaisneliosumma SST on esitetty kahden
osatekijan SSM ja SSE summana:

(i) Mallinelibsumma SSM kuvaa sita osaa selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelusta, jonka
estimoitu malli on selittanyt.

(i) Jaannosneliosumma SSE kuvaa sitd osaa selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelusta, jota
estimoitu malli el ole selittanyt.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Varianssianalyysihajotelman tulkinta

« Varianssianalyysihajotelma
SST = SSM + SSE
kuvaa estimoidun regressiomallin hyvyytta:

(i) Mitéd suurempi on mallineliGsumman SSM osuus
kokonaisnelibsummasta SST, sitd paremmin estimoitu
malli selittada selitettavan muuttujan havaittujen
arvojen vaihtelun.

(i) Mité pienempi on jaanndsneliosumman SSE osuus
kokonaisnelibsummasta SST, sitd paremmin estimoitu
malli selittaa selitettdvan muuttujan havaittujen
arvojen vaihtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste

« Varianssianalyysihajotelma
SST = SSM + SSE
motivoi tunnusluvun
SSE  SSM
SST ~ SST
kayton regressiomallin hyvyyden mittarina.

e Tunnuslukua R? kutsutaan selitysasteeksi ja se mittaa
regressiomallin selittdmaa osuutta selitettdvan muuttujan
y havaittujen arvojen kokonaisvaihtelusta.

« Selitysaste R? ilmaistaan tavallisesti prosentteina:
100xR? %

R°=1
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysaste ja korrelaatio

e \oidaan 0soittaa, etta

R* =[Cor(y, 3“/)]2
jossa

Cor(y, y)
on selitettdvan muuttujan y havaittujen arvojen y; ja
sovitteiden y. otoskorrelaatiokerroin.

* Yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin tapauksessa
patee lisaksi se, etté selitysaste R? on selitettavan ja
selittdvan muuttujan havaittujen arvojen otos-
korrelaatiokertoimen r,, nelio:

2 2
R =r,
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 1/2

« Selitysasteella R? on seuraavat ominaisuudet:
(i) 0<R?<1
(i) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1) Re=1
(2) Kaikki residuaalit havidvat:
e; =0 kaikillei=1,2,...,n
(3) Kaikki havaintopisteet (xi,y;) ,1=1,2,...,n
asettuvat samalle suoralle.
(4) ry,=+%1
(5) Maaritelty malli selittaa taydellisesti selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelun.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen ominaisuudet 2/2

(il1) Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1) R°=0
(2) b;=0
(3) Iy =0

(4) Maaritelty malli el ollenkaan selita selitettavan
muuttujan y havaittujen arvojen vaihtelua.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 1/3

» Taulukossa oikealla on
keinotekoisen kahden muuttujan
aineiston havaintoarvot (n = 6).

 Aineistosta estimoidun
regressiosuoran yhtaloksi saatiin
kappaleessa Yhden selitt&jan

OO |WIN|FPL—

o|N|o|d|w|] X
o

lineaarisen regressiomallin
estimointi

y =1.5407 + 0.7847x
ks. kuviota oikealla.

10

Pistediagrammi

y = 0.7847x + 1.5407
R? = 0.8303
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 2/3

» Alla olevassa taulukossa on laskettu havaintoarvojen summat ja neli6-
summat sek& estimoidun mallin sovitteet y, residuaalit e (sovitteiden ja
residuaalien laskemista on ké&sitelty em. kappaleessa) ja residuaalien
neliot e2.

i X y X ‘ y© Sovite |Residuaali]l Res®
1 1 2.5 1 6.25 2.325 0.175 0.030
2 3 3 9 9 3.895 -0.895 0.801
3 4 6 16 36 4.679 1.321 1.744
4 6 5 36 25 6.249 -1.249 1.560
5 7 7.5 49 56.25 7.033 0.467 0.218
6 8 8 64 64 7.818 0.182 0.033
Summa 29 32 175 196.5 32 0.000 4.385

Estimoidun mallin selitysaste saadaan taulukon sarakesummista

seuraavalla kalvolla esitettavalla tavalla.
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Varianssianalyysihajotelma ja selitysaste
Selitysasteen laskeminen:

Havainnollistava esimerkki 3/3

« KokonaisneliGsumma:
SST = Zn: y? ——(Zn: Y, jz :196.5—%><322 =25.833
e JaanndsneliGsumma:
SSE = Zn:ef =4.385
=

» Selitysaste:
R2 _ _SS_Ezl_ 4.385 _
SST 25.833
 Siten estimoitu malli on selittéanyt
83.0 %
selitettdvan muuttujan arvojen vaihtelusta.

0.830
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Tilastolliset menetelmat

Osa 4: Lineaarinen regressioanalyysi

. Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli
(Osa 2)
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

>> Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Ennustaminen

e Oletetaan, ettd muuttujien x ja y havaittujen arvojen x; ja
valilld on lineaarinen tilastollinen riippuvuus, joka
voidaan ilmaista muodossa

V. =B, + X +¢& ,1=12,...,n

e Haluamme ennustaa selitettdvaa muuttujaa y, kun

selittdva muuttuja x saa arvon X .

e Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:

(i) Tavoitteena on ennustaa selitettdvdn muuttujan y
odotettavissa oleva eli keskimaarainen arvo.

(i) Tavoitteena on ennustaa selitettdvdn muuttujan y
arvo.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
Malli ja sen osat

» Tarkastellaan tavallista yhden selittdjan lineaarista
regressiomallia

Y, =B+ BX+e&,1=12,...,n

jonka jaanndstermit g toteuttavat ns. tavanomaiset eli
standardioletukset:

() E(s)=0,i=12,...n
(ii) Var(g)=0c%,i=12,...,n
(iii) Cor(s,&)=0,i=]
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen

o Oletetaan, etta selitettdva muuttuja y saa arvon
y= :Bo + :81)~( +&
kun selittdja x saa arvon X .

e Mika on paras ennuste selitettavan muuttujan y
odotettavissa olevalle arvolle

E(Y|%) = B, + A%
kun selittdja x saa arvon X ?
» Selitettdvan muuttujan y ehdollinen odotusarvo E(y|>“’<)

kuvaa selitettavan muuttujan y keskimaarin saamia arvoja
selittgjan x saamien arvojen funktiona.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Ennuste

« Valitaan selitettavan muuttujan odotusarvon E(y|>~<)
ennusteeksi (estimaattoriksi) lauseke

§|X=b, +bX

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien £, ja f; PNS-
estimaattorit.

» Voidaan osoittaa, ettd ¥|X on (ennustevirheen keskinelio-
virheen mielessd) paras lineaarinen ja harhaton ennuste
ehdolliselle odotusarvolle E(¥|X).

e Huomautus:

Ehdollinen odotusarvo E(37|>~<) on kiintedlle X vakio, kun taas
ennuste )7|)’Z on satunnaismuuttuja.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Otosjakauma

» Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
jaannos- eli virhetermia & koskevat standardioletuksien
(1)-(i11) liséksi normaalisuusoletus (iv) patee.

« TAallGin ennusteen

§|Xx=b, +bx
otosjakauma on normaalijakauma:

/% ~ N(,BO+,6'1X,0{1+ (R=x)’ D

n (n-1)s’
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvali

e (Qdotusarvon

E(V‘X) — :Bo + /le
luottamusvali luottamustasolla (1 — &) on

\2
b0+b1>’2ita,25\/1+ (X X)2

n (n=1)s
jossa —t_,, Ja +t_,, ovat luottamustasoon (1 — «) liittyvat
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n — 2) ja s? on jaddnnosvarianssin o2
harhaton estimaattori.

» Vali muodostaa selittjan x arvojen X funktiona luottamus-
vyOn estimoidun regressiosuoran y = b, + b,x ymparille.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n odotusarvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

e (Qdotusarvon

E(V‘X) — :Bo "'/le

luottamusvali

3 1 (%=X)°
b0+b1xita,25\/+ 5

n (n-1)s
kaventuu, jos havaintojen lukumé&ara n tai selittgjan otos-
varianssi s’ kasvaa.

e Toisaalta luottamusvali on sita leveampi, mita kauempana
piste X on selittdjan x havaittujen arvojen aritmeettisesta
keskiarvosta X .
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.:n arvon ennustaminen

o Oletetaan, etta selitettdva muuttuja y saa arvon
y= :Bo + :81)~( +&
kun selittdja x saa arvon X .

e Mika on paras ennuste selitettdvan muuttujan y arvolle y,
kun selittdja x saa arvon X ?
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.:n arvon ennustaminen:

Ennuste

« Valitaan selitettavan muuttujan arvon y ennusteeksi
(estimaattoriksi) lauseke

X =b, +bX

jossa b, ja b, ovat regressiokertoimien £, ja f; PNS-
estimaattorit.

. )7|>~< on (ennustevirheen keskinelio-virheen mielessa) paras
lineaarinen ja harhaton ennuste ehdolliselle odotusarvolle
E(Y]X)

e Huomautus:

Seké selitettavan muuttujan y arvo y etta ennuste y|>~< ovat
satunnaismuuttujia.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.:n arvon ennustaminen:

Otosjakauma

» Oletetaan, ettd yhden selittdjan lineaarisen regressiomallin
jaannos- eli virhetermia & koskevat standardioletuksien
(1)-(i11) liséksi normaalisuusoletus (iv) patee.

« Talléin ennustevirheen

y-9X

otosjakauma on normaalijakauma:

-\ 2
y—yx~h{b,aﬂ}+l+(x_x)}j

n (n-1)s;
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.:n arvon ennustaminen:

Luottamusvali

o Selitettdvdn muuttujan y arvon § luottamusvali
luottamustasolla (1 — &) on

1 (X=X)°
b, +bXtt .S 1+—+( )2
n (n-1)s;
jossa —t_,, Ja +t_,, ovat luottamustasoon (1 — «) liittyvat
luottamuskertoimet Studentin t-jakaumasta, jonka vapaus-
asteiden luku on (n — 2) ja s% on jaddnnosvarianssin o2

harhaton estimaattori.

» Vali muodostaa selittjan x arvojen X funktiona luottamus-
vyOn estimoidun regressiosuoran y = b, + b,x ymparille.
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y.:n arvon ennustaminen:

Luottamusvalin ominaisuuksia

o Selitettdvdn muuttujan y arvon y luottamusvali

g v\2
b, +bXtt .S 1+1+ (X X)2
n (n-1s;
kaventuu, jos havaintojen lukumé&ara n tai selittgjan otos-

varianssi s: kasvaa.

e Toisaalta luottamusvali on sita leveampi, mita kauempana
piste X on selittdjan x havaittujen arvojen aritmeettisesta
keskiarvosta X .
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Ennustaminen yhden selittdjan lineaarisella regressiomallilla
y:n arvon luottamusvali vs

y:n odotusarvon luottamusvali

o Selitettdvdn muuttujan y arvon § luottamusvyo on
leveampi kuin selitettdvan muuttujan y arvon § odotus-
arvon E(¥|X) luottamusvyo.

e T&ma seuraa olennaisesti siita, etta selitettdvan muuttujan
y keskimaaraisen arvon ennustaminen on helpompaa kuin
sen yksittaisen arvon ennustaminen.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Ennustaminen yhden selittgjan lineaarisella regressiomallilla

>> Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selitettava muuttuja ja selittava muuttuja

e Oletetaan, ettd selitettdvan muuttujan y havaittujen
arvojen vaihtelu halutaan selittaa selittdvan muuttujan
eli selittdjan x havaittujen arvojen vaihtelun avulla.

 Tehdaan seuraavat oletukset:

(1) Seka selitettava muuttuja y etta selittija x ovat
satunnaismuuttujia.

(i) Selitettadva muuttuja y on suhdeasteikollinen muuttuja.

© Milla Kibble (2013) 132



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Havainnot

« Olkoot
Yi Yor oo 0 Yn
selitettdvan muuttujan y ja
X1y Xoy «ee s Xp

selittdvan muuttujan x havaittuja arvoja.

e Oletetaan liséksi, etta havaintoarvot x; ja y; liittyvét
samaan havaintoyksikkoon kaikille1 =1, 2, ..., n.

 Talloin havaintoarvot x; ja y; muodostavat pisteita 2-
ulotteisessa avaruudessa:

(x,y)eR?,i=12,...,n

© Milla Kibble (2013) 133



Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Malli ja sen osat 1/2

» Oletetaan, etta havaintojen y; ja x; valilla on lineaarinen
tilastollinen riippuvuus, joka voidaan ilmaista yhtalolla

Yi=BotBX+&,1=12,...,n

e Yhtalo maarittelee yhden selittgjan lineaarisen
regressiomallin, jossa

y; = selitettdvan muuttujan y satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikdssa i

X; = selittAivan muuttujan x satunnainen ja
havaittu arvo havaintoyksikdssa i

& = Jaannos- eli virhetermin g satunnainen ja
ei-havaittu arvo havaintoyksikgssa i
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Malli ja sen osat 2/2

* Yhden selittdjan lineaarisessa regressiomallissa
V. =B, + X+ ,1=12,...,n
on seuraavat kertoimet:

[, = vakioselittajan regressiokerroin;
[, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio

S, = selittgjan x regressiokerroin;
[, on ei-satunnainen ja tuntematon vakio
 Huomautus:

Regressiokertoimet 3, ja S, oletetaan samoiksi kaikille
havaintoyksikaille i.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 1/3

* Yhden selittdjan lineaarisen mallin
Yi=B+t X +¢&,1=12,...,n
selittdjan x satunnaisuus saattaa aiheuttaa vakavia

ongelmia mallin estimoinnille ja mallia koskevalle
tilastolliselle paattelylle.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 2/3

o Jos selittgja x on satunnainen, PNS-menetelma ei
valttamatta tuota harhattomia tai edes tarkentuvia
estimaattoreita regressiokertoimille.

Nain kay esimerkiksi sellaisissa tapauksissa, joissa virhetermi ja
selittdja korreloivat.

» Jos regressiokertoimien PNS-estimaattorit eivat ole
harhattomia tai tarkentuvia, mallia koskevaa tavan-
omaista tilastollista paattelya ei saa soveltaa.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittgjan satunnaisuuden seuraukset 3/3

o Kysymys:
Milloin kiintealle, ei-satunnaiselle selittgjalle esitettya
teoriaa saa soveltaa my0s satunnaiselle selittajalle?

e \astaus:

Kiintealle, ei-satunnaiselle selittgjalle esitettya

teoriaa saadaan soveltaa ainakin silloin, kun jadnngs-
eli virhetermit g toteuttavat kiintealle selittajalle esitetyt
standardioletukset ehdollisesti selittdjan x havaittujen
arvojen suhteen.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Modifioidut oletukset jdannostermeista

e Oletetaan, ettd mallin
Vi =B, + B X +& ,1=L2,...,n
jaannos- eli virhetermit & toteuttavat seuraavat oletukset:
() E(e|x)=0,i=12,...,n
(i)  Jaannostermit ovat (ehdollisesti) homoskedastisia.
Var(g | x)=0°,i=12,...,n
(i) Jaannostermit ovat (ehdollisesti) korreloimattomia.
Cor(e.,& | %, %)=0,1=]
 Lisaksi jaannostermeista g tehdaan tavallisesti
normaalisuusoletus:
(iv) & |x ~N(,0%),i=12,...,n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet

» Jos yhden selittgjan lineaarisen regressiomallin
V. =B, + X+ ,1=12,...,n

jaannos- eli virhetermeja & koskevat modifioidut oletukset
(1)-(1i1) patevat, mallin selitettdvan muuttujan y havaituilla
arvoilla y; on seuraavat stokastiset ominaisuudet:

i) EiIx)=4+pX.1=12,...n
(i) Var(y |x)=0c%,i=12,...,n
(iii)” Cor(y,,y, | %,%x)=0,1=]l

 Jos jaannostermejé & koskeva normaalisuusoletus (iv)
patee, niin

(iv)" v, |x ~N(B,+Bx,0°),i=12,...,n
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Mallin selitettavan muuttujan ominaisuudet:

Kommentti

e JOS muuttujan y arvojen y; stokastiset ominaisuudet
(i) -(iv)" otetaan oletuksiksi, ne maarittelevat tdasmalleen
saman tilastollisen mallin kuin mallin

V. =B, + X +¢& ,1=12,...,n
jaannos- eli virhetermeisté & edellé tehdyt oletukset (i)-
(iv).
o Oletukset (1)-(iv) ja (i)"-(iv)" ovat tassa mielessa
ekvivalentteja.
o Siten my6s ominaisuudet (i) -(iv)” voidaan ottaa yhden

selittdjan lineaarisen regressiomallin maaritteleviksi
standardioletuksiksi.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selitettavan muuttujan ehdollisen odotusarvon

tulkinta regressiofunktiona

e Oletuksen

) EyiIx)=5+pX,1=12,...n
mukaan selitettdvan muuttujan y ehdollinen odotusarvo eli

regressiofunktio on selittdvan muuttujan x havaittujen
arvojen suhteen lineaarinen funktio.

» Koska regressiofunktiot ovat yleisessa tapauksessa
epalineaarisia, (i)” on hyvin voimakas oletus.
e Huomautus:

Jos havainnot x; jay; ,1=1, 2, ..., n noudattavat 2-ulotteista
normaalijakaumaa, oletus (i)” patee.
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Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli ja satunnainen selittgja
Selittajan satunnaisuuden seuraukset:

Kommentteja

o My0s tassa kappaleessa esitetyt modifioidut endot
jaannos- eli virhetermeille ovat melko rajoittavia ja
etenkin aikasarjojen regressiomalleissa kohdataan
sellaisia tilanteita, joissa eivat edes nama
modifioidut ehdot pade.

o Tallaisissa tilanteissa PNS-menetelmaa ei pida kayttaa
mallin parametrien estimointiin.

» Tilastotiede tuntee kuitenkin menetelmid, joilla
regressiomallin parametrit voidaan estimoida (ainakin)
tarkentuvasti myds monissa sellaisissa tilanteissa, joissa
téssa kappaleessa esitetyt modifioidut ehdot
jaannostermeille eivat pade.
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Yhden selittajan lineaarinen regressiomalli

Ennustaminen yhden selittgjan lineaarisella regressiomallilla
Yhden selittdjan lineaarisen regressiomalli ja satunnainen selittaja
>> 2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Oletukset

o Oletetaan, ettd toisistaan riippumattomat havaintoparit
(x,yi),1=1,2,...,n
noudattavat 2-ulotteista normaalijakaumaa; ks.
monisteen Todennakoisyyslaskenta lukua Moniulotteisia jakaumia.

 Talloin ehdolliset odotusarvot E(X; | i ) ja E(y; | X; ) ovat
muotoa

E(X |Y.)=0,+y,,1=12,...,n

E(Y; %) =By + A% ,i=1,2,...,n
eli siis lineaarisia.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiomalleja on kaksi

e Voimme Kirjoittaa
X =oa,+ay, +0,,1=1,2,...,n
ja
V. =B, + X +& ,1=12,...,n

jossa jaannostermit g ja & ovat keskenaan
korreloimattomia satunnaismuuttujia.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Mallien jadnnostermit 1/2

« Mallin
X =oa,+ay, +0,,1=1,2,...,n

jaannos- eli virhetermit o toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) E(o]y)=0,1=12,...,n
(i)  Jd&nnoOstermit ovat homoskedastisia.

Var(s, |y,)=0.,i=12,..,n
(il1)  Jd&nnOstermit ovat korreloimattomia:

Cor(d;,6, | yi, y,) =0, 1=l
(iv) Jaénndstermit ovat normaalisia:

5.1y, ~N(0,62),i=12,...,n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Mallien jadnnostermit 2/2

« Mallin
V. =B, + X +& ,1=12,...,n

jaannos- eli virhetermit g toteuttavat seuraavat ehdot:
(i) E(g|x)=0,1=12,...,n
(i)  Jd&nnoOstermit ovat homoskedastisia.

Var(e | x)=0’,i=12,...,n
(il1)  Jd&nnOstermit ovat korreloimattomia:

Cor(e.,& | %, %)=0,1=]
(iv) Jaénndstermit ovat normaalisia:

g | X ~ N(O,ng) A=12....n
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Otostunnusluvut

o Maaritellaan havaintojen x; jay;,1=1,2, ... ,n
aritmeettiset keskiarvot, otosvarianssit, otoskovarianssi ja
otoskorrelaatiokerroin tavanomaisilla kaavoillaan:

n i=1 n =1
1 o\ 2 1 g o2
Sy = Z(X|_X Sy_ Z(y|_y)
n-143 —L15a
1 < o =
Sxy = Z(Xi - X)(yi - y)
n—1%53
ro=
Xy
SxSy
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Parametrien PNS-estimaattorit

« Mallin
X =a,+ay, +0,,1=1,2,...,n
regressiokertoimien ¢ ja oy PNS-estimaattorit ovat
a; = S%y =r, d =X—-ay
Sy Xy Sy 0
« Mallin
V=B, +BX +& ,1=L2,...,n
regressiokertoimien g, ja S, PNS-estimaattorit ovat

S S
b="=r," b, =y —-bX
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat 1/3

e Muuttujan x estimoitu regressiosuora muuttujan y suhteen

voidaan Kirjoittaa muotoon
X—X -V
=1, y—-y
S, S,
e Muuttujan y estimoitu regressiosuora muuttujan x suhteen

voidaan Kirjoittaa muotoon

y=y_, (ﬂ]
S s
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat 2/3

 Molemmat estimoidut regressiosuorat voidaan esittada
muuttujan x funktioina:

(i) Muuttujan x estimoitu regressiosuora muuttujan y
suhteen:

y=y 1[Xx-=X
S, ry \ S,

(i) Muuttujan y estimoitu regressiosuora muuttujan x
suhteen:

y—y X—X
—:rx -
T
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat 3/3

« Estimoitujen regressiosuorien yhtaloista nahdaan:
Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
(1) Suorat yhtyvat.
2) ry=%1

Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:

(1)° Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja
koordinaattiakseleiden suuntaisia.

(2) ry=0
« Lisaksi yhtaloista nahdaan, ettd suorat leikkaavat
havaintojen painopisteessa (X,Y) .
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat ja

2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 1/2

o Olkoon satunnaismuuttujien x ja y yhteisjakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

« TAalléin muuttujan x regressiofunktion yhtalé muuttujan y
suhteen on

O-X
/ux|y — E(Xl y) = Hy +10xy G—(y_:uy)
y
« Siten muuttujien X ja y havaltuista arvoista

Xjjay,)=1, 2é ..., hestimoitu regressiosuora
X:Y_l_rxys_x(y_y)

y_ oo : :
saadaan muodollisesti korvaamalla regressiofunktion
: > o : :
parametrit s, 1, 0,°, 6,%, py, Vastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Estimoidut regressiosuorat ja

2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktiot 2/2

o Olkoon satunnaismuuttujien x ja y yhteisjakauma
2-ulotteinen normaalijakauma.

o Talloin muuttujan y regressiofunktion yhtald muuttujan x
suhteen on

O
:uy|x — E(y|X) :luy +pxy—y(x_:ux)
O

X

« Siten muuttujien X ja y havaltuista arvoista
Xjjay,)=1, 2,S ..., hestimoitu regressiosuora
y = V_l_ rxy_y(X_Y)
SX
saadaan muodollisesti korvaamalla regressiofunktion
parametrit 4, 1, 0%, 6%, py, vVastaavilla otossuureilla.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 1/8

 Perinndllisyystieteen
mukaan lapset perivat geneettiset
ominaisuutensa vanhemmiltaan.

o Periytyyko isan pituus heidan
pojilleen?

e Havaintoaineisto koostuu
300:n isén ja heidan poikiensa
pituuksien muodostamasta
lukuparista

(x,y;),1=1,2,...,300
jossa
X; = 1sén 1 pituus
y; = isan i pojan pituus
» Ks. pistediagrammia oikealla.

Pojan pituus (cm)

Isien ja poikien pituudet

195

190 -

185 1

180 -

175

165

160

155

160 165 170 175 180 185 190

Isan pituus (cm)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 2/8

» Taulukko oikealla esittaa isien ja
heidén poikiensa pituuksien
ehdollisia keskiarvoja

M, (x]x) Ja M,(ylx)
jossa

M, (X[x) =niiden isien
pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
x-valiin k

M, (y[x) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden isien pituus
kuuluu x-valiin k

k=1,2,3,4,506,7

x-valin nro]  x-vall M, (X|X) | M (y[x)
1 (155,160]) 159.7 172.2
2 (160,165]] 163.5 172.0
3 (165,170]] 168.2 176.8
4 (170,175]) 1726 178.8
5 (175,180]] 177.1 180.6
6 (180,185]] 181.5 183.6
7 (185,190]] 186.0 184.0

© Milla Kibble (2013)

157




2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:
Esimerkki 3/8

« Ehdollisten keskiarvojen SN
Isien ja poikien pituudet
(M (X[x), My (y[x)) et .
maaraamia pisteita on merkitty el R IV
kuviossa oikealla neligilla. gm0 3.$3{.; SRR N
. . - . . 2 180 1 | CRb N e T
 Havainnot on siis luokiteltu isien 2 SN
] 2 175 - MDA SIS KN Y
pituuden mukaan 7 luokkaan. 8 0 g el
1o f e uRTT
» Kuviossa luokkia on kuvattu U
katkoviivojen erottamilla . S
pystyVOIIIa 155 160 165 170 175 180 185 190
. . . Isan pi (cm)
« Jokaisen nelién koordinaatit Sremern

on saatu laskemalla keskiarvot ko.
nelidta vastaavaan pystyvyohon
kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Regressiosuorien estimointi:
Esimerkki 4/8

e Olkoon mallina N
Isien ja poikien pituudet
Yi = 180 + ﬂlxi T & 5 T 04707 + 97,301 R |
wm m i - - = 185 - ! .
« Alkuperdisista havainnoista s 3 3
estimoidun regressiosuoran yhtalg | 3 ™ 3 3
on g 175 1 ‘
E 170 ~ 3 3 3
y =97.391+0.4707x o | -
» Selitysaste on 160 S S S N
2 — 155 160 165 170 175 180 185 190
R 0194 Iséan pituus (cm)
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 5/8

» Taulukko oikealla esittaa isien ja
heidén poikiensa pituuksien
ehdollisia keskiarvoja

M, (Xly) Ja My(yly)
jossa

M, (Xly) =niiden isien
pituuksien keskiarvo,
joiden poikien pituus
kuuluu y-valiin k

M, (yly) =niiden poikien
pituuksien keskiarvo,
joiden pituus kuuluu
y-valiin k

k=1,2,3,4,56,7

y-valin nrof y-vali M (Xly) | Mc(yly)
1 (160,165] 164.3 163.6
2 (165,170] 170.1 168.7
3 (170,175] 171.4 172.7
4 (175,180] 173.1 177.6
5 (180,185] 175.2 182.4
6 (185,190] 176.9 186.6
7 (190,195] 180.6 191.2
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 6/8

« Ehdollisten keskiarvojen ien a ooikien o
sien ja poikien pituudet
Mi(xly) Ja M (yly) T
maaraamia pisteitd on merkitty 10 ”;"555 e ee o
kuviossa oikealla ympyroilla. E ;’43‘%?% A
. . . I 9180 t----------- ‘. .—:'—‘0’ ——&’—’—’———97777
 Havainnot on siis luokiteltu poikien | 2 . .’:yf;sfé{{ Ay
: Sars LTS e
pituuden mukaan 7 luokkaan. g AR
] ] € 170 4------ A R
o Kuviossa luokkia on kuvattu ol R
katkoviivojen erottamilla . ©
vaakavoilla. 155 160 165 170 175 180 185 190
Iséan pituus (cm)

 Jokaisen ympyran koordinaatit
on saatu laskemalla keskiarvot ko.
ympyraa vastaavaan vaakavyohon
kuuluvien havaintopisteiden
koordinaateista.
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi

Regressiosuorien estimointi:

Esimerkki 7/8

e Olkoon mallina

Isien ja poikien pituudet

X =0 T oK+ 5' e y = 2.429x - 243.14 < o .
i — l 2 n 190 R?=0.1938 >
T . . = 1854 --------------"-
 Alkuperéisista havainnoista & P v
. . . g e g1t *o.t a4
estimoidun regressiosuoran yhtalo | = LN
on e BRSO
a 170 - --- - -
X :10010+04117y el s S
. . . @)
joka voidaan x:n funktiona - -
klfJOlttaa muotoon 155 160 165 170 175 180 185 190
y =—243.14 + 2.429x SR
» Selitysaste on
R?=0.194
162
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2-ulotteisen normaalijakauman regressiofunktioiden estimointi
Regressiosuorien estimointi:
Esimerkki 8/8

» Kuvioon oikealla on lisatty malleja
Y =D+ BX +é e
X =, + oy X + 0,
vastaavat estimoidut regressio-
suorat.

» Muuttujan y regressiosuora
muuttujan x suhteen:

y=97.391+0.4707x
* Muuttujan X regressiosuora

muuttujan y suhteen muuttujan x
funktiona:

y =-243.14+ 2.429X

Isien ja poikien pituudet

Pojan pituus (cm)

155 160 165 170 175 180 185 190

Isé&n pituus (cm)
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