KAAOKSEN JARJESTYKSESTA

KARI ELORANTA

Johdanto

Taman artikkelin tarkoituksena on kuvailla dynaamisten jarjestelmien
matemaattisen analysoinnin yleispiirteitd korostaen erityisesti eraita vii-
meaikaisia tuloksia, joiden kautta ala on saamassa teorialle ominaista
yhtendista muotoa. Tédssa tarkastelussa kaytetaan sileain dynamiikan,
ergodisen teorian ja todennakéisyyslaskennan metodeja. Pyrin formuloi-
maan peruskisitteet tdsmallisesti ja esittamaan eraita keskeisia tuloksia,
mutta padpaino on ndiden takaa paljastuvien periaatteiden valottami-
sessa. Esityksen havainnollistamiseksi kuvaan useita erilaisia konkreet-
tisia dynaamisia jirjestelmid, jotka on teorian puitteissa pystytty ana-
lysoimaan pitkdlle. Dynaamisten jarjestelmien darellisen aikahorisontin
estimointi- ja sadtoteorioihin en tdssd yhteydessd puutu. Artikkelin lo-
pun viitteistd 10ytad kiinnostunut lukija esitettyjen tulosten todistukset
ja ehdotuksia jatkolukemiseksi.

1. Dynaaminen jarjestelma abstraktisti ja konkreet-
tisesti

Olkoon (X,B) mitallinen avaruus. Tilléin X on joukko ja B sen o-
algebra, eli ei-tyhjd kaikkien osajoukkojen kokoelma, joka on suljettu
komplementin ja numeroituvan unionin suhteen. Jos télli avaruudel-
la on maaritelty mitta p, jonka kokonaismassa on yksi, on kolmikko
(X, B, u) todennikoisyysavaruus.

Jos mitallisella injektiiviselld kuvauksella T : X — X on mitallinen
kidnteiskuvaus ja se toteuttaa ehdon p (T~!(B)) = u(B) B jokaisella
joukolla B, on T mitan p sailyttiva kuvaus.

Maaritelma: (X,B,u,T) on abstrakti dynaaminen jirjestelma.

Dynaamisten jarjestelmien tutkimus on perusmuodossaan (silloin kun
systeemi on autonominen) kuvauksen T iteraatioiden tarkastelua, eli
siis ryhmdn Z toiminnan kuvausta. Tavallisesti ollaan kiinnostunei-
ta iteraation asymptoottisista ominaisuuksista, ts. systeemin pitkin
aikavilin evoluution hallitsevista piirteistd. Jos systeemi on jatkuva-
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aikainen, voidaan myos tarkastella R-toimintaa, eli ryhmaa {Ti| t € R},
jolloin vastaava dynaaminen jarjestelma on virtaus. Joissakin tapauksis-
sa naista ryhméaominaisuuksista on syytd tinkia ja mairitella dynaami-
nen jarjestelmd ilman injektiivisyysvaatimusta. My6s ns. dissipatiivisia
systeemeja on mahdollista tarkastella tdssi formalismissa. Ndille on
tunnusomaista se, ettd toiminta keskittyy asymptoottisesti avaruuden
osajoukolle X', attraktorille. Jos T:n rajoittuma X':lle sdilyttdd mi-
tan, voidaan maaritella dynaaminen jarjestelma. Huomattakoon myos,
ettd attraktori on usein fraktaali, ja kaantden, moni fraktaali indusoi dy-
naamisen jarjestelmén, jonka analysoiminen on vilttamatonta fraktaalin
geometrian ymmartamiseksi.

Jos X:lla on vain kuvattu mittastruktuuri, on ko. dynaamisen jarjestel-
man tutkimus ergoditeoriaa. Jos X:lld on myos topologinen struktuuri
ja T on homeomorfismi, voidaan iteraatiota tutkia (mitan mahdollisesti
unohtaen) topologisena dynamiikkana. Mikili X on perati differentioi-
tuva monisto ja T' sen diffeomorfismi, on kysymys differentioituvasta eli
siledstd dynamiikasta.

Esimerkki 1 (kierto): X = [0,1), Tz = 2 + a (mod 1), a €R ja p on
Lebesguen mitta. Tama on tietenkin erikoistapaus kierrosta kompaktilla
ryhmalld, jolloin p on Haarin mitta.

Esimerkki 2 (stationaarinen stokastinen prosessi): Olkoon (2, A4, P)
todennakoisyysavaruus ja {X,| n €Z} reaaliarvoisia, mitallisia funktioi-
ta Q:la (satunnaismuuttujia). Jos jokaiselle Borelin joukolle A; € A
patee

P{w|Xp,(w) € Aiy i = 1,...,n} = P{w|Xn,4x(w) € Ai, i =1,...,n} Vk,

on jono {X,} stationaarinen. Ehto siis yksinkertaisesti vaatii systee-
min tilastollisten ominaisuuksien olevan ajasta riippumattomat. Olkoon
¢ :Q — X = RZ (numeroituvasti dérettémien reaalilukujonojen ava-
ruus) sellainen, etti (¢w), = X,(w), ja olkoon w(B) = P(¢~1(B))
kaikille X :n osajoukoille. u on mahdollista laajentaa taydelle X:n Bo-
relin o-algebralle, jota kutsuttakoon jalleen B:ksi. Jos nyt madritellaan
siirros jonoavaruudella X asettamalla (02), = Zn41, sdilyttdd o statio-
naarisuuden nojalla p:n ja (X, B, u,0) on dynaaminen jarjestelma.

Esimerkki 3 (siled dynaaminen jirjestelmd): Olkoon {(gi,pi), ¢ =
1,...,n} hiukkasen koordinaatit ja liikemadrd R":ssd. Jos hiukkanen
toteuttaa Hamiltonin dynamiikan, on olemassa funktio H : R*® —-R
(joka on tyypillisesti kineettisen ja potentiaalienergian summa) ja riip-
puvuudet

dg; OH dp; OH

= e~ r=1,...,n.
dt dp;’ dt dq; ' el
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Tavallisten differentiaaliyhtaloiden teorian perusteella voidaan niista
johtaa (puoli)ryhmi T; faasiavaruudella R*". Kiinnittimalli kokonais-
energia H voidaan liike useissa tapauksissa rajoittaa kompaktille monis-
tolle, jolla voidaan edelleen maaritelld invariantti (Liouvillen) mitta, ja
siten madritelld virtaus. Tyypillisid esimerkkejd ovat geodeettinen vir-
taus (X on kompakti reunaton Riemannin monisto ja H = %|[p||?) ja
sen singulaari yleistys, biljardi (monistolla on reuna).

Naista esimerkeistd toivottavasti jo kdy ilmi, ettd dynaamisina jirjes-
telmind voidaan tarkastella mitéd erilaisimpia systeemeja. Teorian ke-
hittdmisen kannalta on yksittdisen dynaamisen systeemin analysoinnin
ja toisaalta yleisempien systeemityyppien kvalitatiivisten ominaisuuk-
sien selvittdmisen vilinen vuorovaikutus mitad ratkaisevin. Osoittautuu,
etta juuri ergoditeorian puitteissa on mahdollista luokitella abstrakteja
dynaamisia jarjestelmia riippumatta naistd erilaisista realisaatioista.

2. Sekoituksen hierarkia

Seuraavassa tarkastelemme muutamia tarkeimpia abstraktien dynaamis-
ten jarjestelmien luokkia, jotka laajimmasta suppeimpaan muodostavat
hierarkian ja samalla toimivat erainlaisena sekoituksen tai satunnaisuu-
den asteikkona.

1. T on ergodinen, jos ainoat invariantit joukot ovat nolla- ja taysmitalli-
set mitan u mielessi. Intuitiivisesti antoisampi on kuitenkin ekvivalentti
madritelma: jokaiselle A, B € B pitee

lnl

(21) LS u (T A B) — wau(®),
=0

ts. T sekoittaa joukon A avaruuteen X niin tasaisesti, ettd Cesaron
keskiarvo suppenee (odotettuun arvoon). Seuraus tdstd on tietenkin
Birkhoffin ergodilause, jonka mukaan jokaiselle f € L!(u) pitee

1 n—1 ;
=~ Zf (T :v) — /){fdp p—m.Kk.

1=0

Malliksi ergodisesta kuvauksesta kdy esimerkin 1 irrationaalinen kierto.
Jo tasta esimerkista on helppo nihda, ettd ergodinen kuvaus voi olla
melko ’jaykka’; mielivaltainen alkujakautuma ei iteraatiossa valttamatta
konvergoi invarianttiin mittaan.

2. Jos ehdon (2.1) sijasta kuvaus T tdyttai ehdon
1 n—1 )
=3 | (T 4N B) - w(au(B)| — o,
i=0
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kutsutaan sitd heikosti sekoittavaksi. Selvistikin on kyse ergodisten ku-
vausten aliluokasta, mutta kuinka pienesta? Jos 7(X) on kaikkien toden-
nakoisyysavaruuden (X,B,u) kiddntyvien mitansiilyttivien kuvausten
joukko, on heikosti sekoittavien kuvausten osajoukko heikon operaattori-
topologian suhteen ensimmaista kategoriaa olevan joukon komplementti
7(X):ssd. Téassd mieless ne ovat siis geneerisid. Lisaksi tiedetiiin, ettd
kuvaukset, jotka ovat vahvasti sekoittavia, eli tiyttivit asymptoottisen
riippumattomuusehdon

(2.2) u(T*AB) — w(A)u(B),

ovat ensimmadistd kategoriaa tdssd mielessid. Esimerkin 1 kierto ei ole
millekddn a:lle heikosti sekoittava.

3. Vahvasti sekoittavien kuvausten aliluokkia on mairitelty lukuisia
lihinnd asettamalla ehdon (2.2) konvergenssivauhdille lisiehtoja. Kva-
litatiivisessa mielessd seuraava mielenkiintoinen aliluokka on kuitenkin
ns. Kolmogorovin eli K-automorfismit. Niitd vastaavat dynaamiset
jarjestelmit toteuttavat ns. 0-1-lain, eli niiden kaikki asymptoottiset
tapahtumat ovat triviaaleja. Muodollisesti mairitelma vaatii, ettid on
olemassa ali-o-algebra A C B, jolle pitee

o0 o0
AcTA,  \/ T'A=B, (T™'A={0,X}.
1==00 i=0

( @ V B on o-algebra, joka sisaltdd kaikki joukot A N B, jossa A € «
ja B € B.) Nimi ovat timin hierarkian ensimmdiiset aidosti ei-
ennustettavat jirjestelmdt: vaikka systeemin (X,B,u,T), jossa T on
K-automorfismi, koko historia olisi tunnettu, ei seuraavaa tilaa voida
varmuudella tietdi. K-automorfismilla on siis aina ’satunnaiskompo-
nentti’, vaikka se olisikin tdysin deterministisesti mairitelty. Siksi K-
automorfismien tutkimus on erittdin tirkedd kaoottisten jirjestelmien
kannalta. Vaikkei jilkimmaisille olekaan yleisesti hyviksyttyid mairitel-
maa, nayttaa siltd, ettd esimerkiksi sileille kaoottisille systeemeille tra-
jektorien vilinen eksponentiaalinen divergoituvuus on tyypillinen omi-
naisuus. Tama on formuloitavissa ns. Ljapunovin eksponenttien avulla,
Jjotka ovat ominaisarvojen logaritmin yleistys epilineaarisille jirjestel-
mille. Toisaalta ns. Pesinin kaavan tyyppisten tulosten nojalla tiede-
tadn, ettd positiivisten Ljapunovin eksponenttien olemassaolo implikoi
positiivisen entropian. Tami kuvauksen T keskimairiisen hajeen tai
sekoituksen mitta, joka on Shannonin koodausteoriaan alun perin tuo-
man entropiakasitteen yleistys, on K-automorfismeille aina positiivinen
(toisin kuin esimerkiksi vahvasti sekoittaville kuvauksille, jotka voivat
olla nolla-entropiaisia eli deterministisia). Siten K-automorfismit tulevat
Iuonnollisesti esille juuri kaoottisen silein dynamiikan tutkimuksessa.

4. Olkoon tapahtuma-avaruus esimerkissé 2 reaaliakselin sijasta yleinen
mitta-avaruus M ja olkoot satunnaismuuttujat riippumattomia (jolloin
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ne toteuttavat Kolmogorovin 0-1-lain, eli systeemi on K). Silloin mitta
p on yksinkertaisesti tulomitta MZ:lla. Tillsin kuvaus o on Bernoul-
lin siirros. Jos jatkuva-aikainen dynaaminen jirjestelmi (X,B,u,Tt)
on sellainen, ettd Ty on Bernoullin siirros, kutsutaan siti Bernoullin
virtaukseksi. Osoittautuu, ettd se on aikaskaalausta vaille yksikasit-
teinen mittaisomorfian mielessi. Koska Bernoullin siirrosten ja vir-
tausten teoriat yhtyvit suurelta osin, kutsumme niiti jatkossa Ber-
noullin systeemeiksi. Tam3i luokka on dynaamisten jairjestelmien tut-
kimuksen kannalta hyvin keskeinen, silli sen jisenet ovat maksimaali-
sesti sekoittavia. Silti niiden ominaisuudet ovat sangen hyvin tunne-
tut, koska keskeisen isomorfiaprobleeman on ratkaissut amerikkalainen
D. 5. Ornstein. Kaksi dynaamista jarjestelmad, (X;, B, u;, Ti) i = 1 ja
2, ovat isomorfisia, jos on olemassa mitansiilyttiva, kiintyvi konjugaa-
tio ¢ : X — X3, ¢Ti(z) = Ta¢(z) Vo € X}, jossa X! on tiysmitallinen
invariantti osajoukko Xj:std. Osoittautuu, ettd entropia on tille luo-
kalle taydellinen isomorfiainvariantti, eli systeemit ovat isomorfisia, jos
ja vain jos niilld on sama (positiivinen, mahdollisesti diretdn) entro-
pia. Kiinnostavaa (ja turhauttavaa) on se, etti isomorfisille systeemeille
on yleensd suuri joukko isomorfioita, mutta jo yhdenkin konstruoimi-
nen on sangen vaikeaa. Isomorfiatulokset ovat kuitenkin dynaamisten
Jarjestelmien fysikaalisesti mielekkiin luokittelun valttimiton edelly-
tys. Tama johtuu siitd, ettd systeemeji on tarkoituksenmukaista luo-
kitella vain isomorfiaan asti, silld isomorfisia systeemeja ei voi tilastol-
lisin menetelmin erottaa toisistaan (¢:n mielessd ekvivalentit tapahtu-
mat ovat yhtd todennikdisia kummassakin systeemissi). Mainittakoon
myos, ettd K-automorfismien joukolla on osoitettu olevan ylinumeroitu-
vasti ei-isomorfisia samaentropiaisia kuvauksia, eiki mitiin menestyk-
sekdstd invarianttia tille luokalle ole pystytty esittimiin.

Luokat 1-4 ovat siis monotoninen jono aliluokkia, mutta silti Bernoullin
systeemien joukko on kaukana triviaalista. Monien dynaamisten jirjes-
telmien on osoitettu olevan Bernoullin siirroksia tai virtauksia. Esityk-
sen konkretisoimiseksi seuraavassa muutamia esimerkkeja:

o Ergodiset automorfismit n-toruksella tai yleisemmin kompaktilla
Abelin ryhmalld. Jos siten tillainen automorfismi on ollenkaan
sekoittava (tdyttdd minimaalisen ominaisarvojen irrationaalisuu-
sehdon), on se maksimaalisesti sekoittava.

¢ Topologisesti sekoittavat Axiom A -attraktorit. Tam3 luokka si-
saltdd mm. lihes kaikki Anosovin virtaukset hyperbolisten vir-
tausten tyypillisind edustajina. Niiden puoliryhmi (tai diffeo-
morfismi) hajottaa Riemannin moniston jokaisen pisteen tangent-
tikimpun stabiiliin ja epistabiiliin komponenttiin. Standardi-
esimerkki ndistd systeemeistd on geodeettinen virtaus Riemannin
monistolla, jolla on negatiivinen kaarevuus.
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e Biljardivirtaus erdilla Riemannin monistoilla. Geodeettinen viiva
heijastuu talloin reunasta kuten valonsade. Oleellista bernoulli-
suudelle ndyttaa olevan se, ettd moniston Riemannin (Gaussin)
kaarevuus tai reunan geodeettinen kaarevuus on negatiivinen riit-
tavan suurella joukolla, josta seuraa edellisti mutkikkaamman
hyperbolisen rakenteen olemassaolo. Kaoottisen dynamiikan geo-
metrisesti yksinkertaisin edustaja lienee juuri erds tallainen bil-
jardi; suoraviivainen liike tasoneliossé, josta on poistettu kiekko
sisalta.

e Lorenzin attraktori

e Erdit ei-kddntyvat intervallikuvaukset, esimerkiksi z — fz (mod
1), kun >1, z — az(1l — z) kun kuvauksella on absoluuttisesti
jatkuva invariantti mitta, sekd ketjumurtolukukuvaus.

e Jaksottomat, redusoitumattomat Markovin siirrokset ts. Mar-
kovin ketjun indusoiman siirroksen maarittelema kuvaus. Siten
jos Markovin ketju tayttia ns. Doeblinin ehdon, on se bernoul-
li. Tulos yleistyy mm. kompakteilla monistoilla madritellyille
ei-degeneroituville diffuusioprosesseille.

e Useat erilaiset ddrettomat, vuorovaikutteiset hiukkassysteemit.

Vaikka yksittdisten jarjestelmien bernoullisuuden osoittaminen on edel-
leen haastava ja tarked tehtdva, joka selvittid kasitteen luonnetta, on
my0Os olemassa eraitd yleistuloksia, jotka valaisevat koko luokan merki-
tystd sekoittavien systeemien ytimessid. Nolla- ja positiivientropiaisten
jarjestelmien vilinen demarkaatiolinja tulee erityisen selviksi tuloksesta,
jonka mukaan dynaamisella jirjestelmalld on positiivinen entropia jos,
Jja vain jos silld on Bernoullin tekija (alkuperiinen ja tekijakuvaus kon-
jugoituvat, mutta isomorfian edellyttimad konjugaation kddntyvyyttd
ei vaadita, tyypillisesti kuvaus on projektio). Itse asiassa on olemassa
suuri joukko dynaamisia jarjestelmia (esimerkiksi Axiom A), joille tdma
tuloesitys on yksinkertaisin mahdollinen, eli systeemi on Bernoullin sys-
teemin ja kierron suora tulo. Siten positiivientropiaisella dynaamiselld
jarjestelmalla on aina tekija, jota ei voida ennustaa millian menetelmal-
la, vaikka koko systeemin menneisyys olisi tunnettu. Tietenkin tama
samalla korostaa Bernoullin systeemien keskeistd asemaa kaikkien sa-
tunnaisprosessien alkutekijana.

3. a-kongruenssi

Isomorfia edelld kuvatussa mielessa takaa vain systeemien todennakoi-
syysteoreettisen rakenteen yhtildisyyden. Siten kaksi isomorfista Ber-
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noullin systeemia voi realisoitua taysin eri tavoin. Mikili halutaan iso-
morfian siilyttivin myos systeemien topologisia ja metrisia ominaisuuk-
sia, on etsittiva isomorfioiden kokoelmasta ’parhaita’ isomorfioita. Tas-
mallisesti ottaen vaadimme silloin seuraavaa:

Maaritelma: Kaksi Bernoullin systeemiad (X,B,pu;,T;), jotka on
miiritelty samalla kompaktilla metriselli avaruudella (X,d), ovat a-
kongruentteja, jos ne ovat isomorfisia ja isomorfia siirtdd avaruuden
X pisteita korkeintaan etdisyyden o paitsi joukolla, jonka (invariant-
ti) mitta on korkeintaan « (eli siis u ({z € X| d(z, ¢(z))>a}) < a).

Koska Bernoullin systeemit ovat ergodisia, tima maaritelma yhdessd
Birkhoffin ergodilauseen kanssa implikoi sen, ettd a-kongruenttien sys-
teemien trajektorit voidaan asettaa injektiiviseen vastaavuuteen siten,
etta melkein kaikki taten muodostetut trajektoriparit ovat korkeintaan
etiisyydelld o toisistaan kaikkina ajanhetkind lukuun ottamatta aika-
joukkoa, jonka tiheys on korkeintaan a. Tami muoto on taasen konk-
retisoitavissa seuraavasti: jos a-kongruentteja systeemeja tarkkailee ha-
vainnoitsija, jonka mittaustarkkuus metriikan d mielessd on karkeampi
kuin a ja joka tekee satunnaisen mittausvirheen vihintain todennakoi-
syydelli a, ei hin voi milldin keinoin erottaa systeemeja toisistaan (riip-
pumatta siitd, miten kauan mittauksia tehddin).

Mikali lukija on perilld ns. rakenteellisen stabiilisuuden teoriasta, saat-
taa edelld oleva kuvaus vaikuttaa jotenkin tutulta. Tdssa teoriassa pyri-
taan sailyttdmaan siledn systeemin trajektorien topologinen ja geomet-
rinen rakenne hairidissd ja vaaditaan, ettd (alkuperdisen ja hairityn sys-
teemin yhteiselli) monistolla on maaritelty konjugoiva homeomorfismi,
joka on lihelld identiteettid. Tama funktio kuvaa alkuperiiset trajekto-
rit hiirityille trajektoreille siilyttden ajan suunnan, mutta aikaskaalaa
pisteesta toiseen muuttaen. Yleensid tima homeomorfismi on kaukana
isomorfiasta eika siten sailyta systeemien mittastruktuuria. Tama taas
sailyy a-kongruenssissa, ja lisiksi konjugaatio on metrisesti oikea paitsi
(mitaltaan) pienelld joukolla. Samoin isomorfia yleensa sdilyttda geo-
metrisia ominaisuuksia, jos kohta konjugoitavat systeemit voivat olla
topologisesti erilaiset. a-kongruenssissa valtytiin myos edelld maini-
tulta aikaskaalauksen patologialta — toiselle systeemeista vaaditaan vain
positiivinen, affiini aikaskaalaus entropioiden tasaamiseksi. Ndiden kah-
den stabiilisuuskasitteen samankaltaisuuden johdosta a-kongruentteja
hairicita on alettu kutsua tilastollisesti stabiileiksi hairiéiksi.

Kuten jo aiemmin on todettu, yleensa kahden samaentropiaisen Bernoul-
lin systeemin valilla on suuri joukko isomorfioita. Siten itse isomorfian
osoittamisen (entropian laskennan) jélkeen ei ole vield selvdi, miten hy-
via isomorfioita on loydettavissi. Eraita tuloksia on kuitenkin jo ehditty
saada:
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e Topologisesti sekoittavat C?-Axiom A -attraktorit ovat a-kongru-
entteja C'-metriikassa riittivin pienten hiirididen kanssa. Tama
on perustavaa laatua oleva tulos, silld rakenteellinen stabiilisuus
on oleellisesti vain Axiom A -luokkaan rajoittunut. Toisaalta C?-
Axiom A on sen suurin aliluokka, jolle a-kongruenssi on miele-
kistd madritelld, silla tdmidn joukon ulkopuolella systeemeilld ei
yleensé endi ole kanonista invarianttia (Sinai-Bowen-Ruelle) mit-
taa. Voidaan siis sanoa, ettd fysikaaliselta kannalta (kun esimer-
kiksi rajoitutaan termodynaamisessa tasapainossa oleviin proses-
seihin, ovat mittaukset aina invariantista mitasta riippuvia) kaikki
rakenteellisesti stabiilit systeemit ovat tilastollisesti stabiilien sys-
teemien aliluokka.

e Erait dispersiiviset biljardivirtaukset, jolloin hairio on joko bil-
jardi tai geodeettinen virtaus. Néiden mielenkiintoisuus piilee
mm. siind, ettd tdlld luokalla voi hyvin konkreettisesti formuloi-
da bernoullisuuden ja a-kongruenssin ehtoja kuten myos esittai
Jjarjestelmid, jotka ovat tilastollisesti, mutta eivit rakenteellisesti
stabiileja.

o Sekoittavat diffuusioprosessit kompakteilla monistoilla. Hairio-
na voi olla toinen diffuusioprosessi tai sekoittava Markovin siir-
ros. Siten esimerkiksi Brownin liikkeen tai Ornstein-Uhlenbeckin
prosessin kaltaisen abstraktion soveltaminen tilastollisen fysiikan
ongelmiin saa tdssi oikeutuksensa. Sivutuloksena saadaan paras
mahdollinen direttoman aikahorisontin tasainen yleistys toden-
nakoisyysteorian ns. invarianssiperiaatteille.

e Suuri luokka &direttomia, vuorovaikutteisia hiukkassysteemeja.
Hairiona voi olla esimerkiksi darellisen hiukkassysteemin aareton
jaksollinen jatke. a-kongruenssi tukee siten erittidin vahvassa mie-
lessd ndiden systeemien tutkimuksen perusolettamusta: fysikaali-
sen, spatiaalisesti dérellisen systeemin niin ddrellisen kuin daret-
tomankin aikavdlin kdyttaytyminen on analysoitavissa airetonta
systeemia tutkimalla.

Naistd esimerkeistdi voimme jo nidhdé, ettd a-kongruenssi johtaa huo-
mattavan laaja-alaiseen stabiilisuuskisitteeseen, joka erikoistapauksina

tai variaatioina sisaltid aiempia sekoittavien systeemien stabiilisuus- ja
konvergenssikasitteita.

4. Yhteenveto

Bernoullin teoria on ollut ergoditeorian ja ehka koko dynaamisten jérjes-
telmien tutkimuksen merkittavimpid saavutuksia viimeisten vuosikym-
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menten aikana. Sen avulla kaoottisia jarjestelmid ja stokastisia proses-
seja on mahdollista kisitelld yhtendisen kasitteiston puitteissa. Talld
determinismin ja satunnaisuuden vilisen erottelun hdivyttamisellad saat-
taa olla filosofiseltakin kannalta syvillisia seurauksia. Oliko Einstein
kvanttimekaniikkaa arvioivassa toteamuksessaan ’God doesn’t play dice’
sittenkin oikeassa. Vaikka mikromaailman prosessit olisivatkin determi-
nistisii, ovat ne silti meille, havaintojemme &irellisen tarkkuuden uh-
reille, isomorfisia satunnaisprosessien kanssa. Teoria on kuitenkin vield
kehitysvaiheessa ja erait sen teoreettiset ja kaytannolliset, esimerkiksi
kompleksisuusteoriaan ja kaoottisten jarjestelmien simulointiin liittyvat
tulokset, ovat vasta kristallisoitumassa.

Yksi Bernoullin teorian paaarkkitehdin, Don Ornsteinin, johtoajatus on
ollut, ettd niin kauan kuin kaaostutkimus on nykyisessd kaoottisessa
tilassa, eli erityistulosten hajanaisena kokoelmana, kiinnostavin konjek-
tuuri on se, ettd melkein kaikki kaaos on joko Bernoullin virtausta tai
sen ja jonkin yksinkertaisemman systeemin tulo. Tama artikkeli on toi-
vottavasti selkeyttinyt tdmin formuloinnin taustaa ja merkitystd. Sen
tasmentiminen luultavimmin edellyttdad lapimurtoa K-automorfismien
isomorfiateoriassa, joka talla hetkelld on tdysin himard. Ja kuin osoi-
tuksena tietojemme puutteellisuudesta tiedimme jo nyt esimerkiksi sen,
etti on olemassa dynaaminen jirjestelmd, joka ei ole K ja joka ei ole
deterministinen, mutta joka ei ole myoskaan naiden suora tulo!

Viitteita

Ergoditeorian yleisesityksid ovat mm. Petersonin teos Ergodic Theory,
Cambridge University Press, 1983, ja laajempi Cornfeldin, Fominin ja
Sinain teos Ergodic Theory, Springer-Verlag, 1982.

Bernoullin teorian alkusysidys tuli 50-luvun lopulla, kun Kolmogorov
ja Sinai toivat entropiakisitteen ergoditeoriaan. Bernoullin systeemien
isomorfiaprobleema oli lukuisista yrityksista huolimatta jokseenkin tay-
sin jumissa parikymmenta vuotta, kunnes Ornstein ratkaisi sen vuonna
1969. Johdannoksi isomorfiateoriaan sopii esimerkiksi Shieldsin teos The
Theory of Bernoulli Shifts, University of Chicago Press, 1973. Teoria on
sittemmin hanen ja muiden tutkijoiden ansiosta yleistetty lukuisiin eri
suuntiin, ja suurin osa tuloksista toimii niin diskreetissd kuin jatkuvas-
sakin ympéristossa, joten Bernoullin systeemien teoriasta on mielekas-
ta puhua. a-kongruenssin keksivit Ornstein ja B. Weiss vasta asket-
tain. Suppea, yleistajuinen esitys siitid on julkaistu Sciencessa, Vol. 243,
Jan. 1989, ja yksityiskohtainen artikkeli julkaistaan ldhiaikoina Bulletin
of American Mathematical Societyssd. a-kongruenssin osoittamisesta
eriille hyperbolisille ja stokastisille systeemeille saa tietoa timan ar-
tikkelin kirjoittajan julkaisuista Alpha-congruence for Markov Proces-
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ses (julkaistaan Annals of Probability -lehdessd) ja Alpha-congruence
for Billiards (tutkimusraportti, pohjautuu viitéskirjatyohon Stanfordin
yliopistossa).

Siled dynamiikka on ohjannut dynaamisten jarjestelmien teorian kehitys-
td aina Poincarén uraauurtavista ensihavainnoista asti. Modernina joh-
dantona sen problematiikkaan voi kayttdaa esimerkiksi Guckenheimerin
ja Holmesin teosta Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and Bi-
furcations of Vector Fields, Springer-Verlag, 1983. Suositeltava on mydos
Manén teos Differentiable Dynamics, sama kustantaja, toinen painos.
Erinomaisena katsausartikkelina mainittakoon Pesinin artikkeli Charac-
teristic Exponents and Smooth Ergodic Theory, Russian Math. Surveys,
32, no. 4, 1977.

Summary
On the order in chaos

We present an overview of certain recent results in ergodic theory aimed to
unify the study of dynamical systems. They use the machinery of Bernoulli
theory which we also discuss and compare to parallel attempts to analyze
chaotic dynamics.
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