Kuva 1

Tarkastellaan shakkilaudan osajouk-
koa, joka on sellainen yksikkdruutu-
Jen rypis, jossa jokaisella ruudulla on
ainakin yksi yhteinen sivu osajoukon
toisen ruudun kanssa. Dominolla
tarkoitetaan kahta yhteen liimattua
ruutua. Jotta osajoukko olisi kaake-
loitavissa dominoilla, on sill4 tieten-
kin oltava parillinen ala, mutta tima ei
ole riittévé ehto. Esimerkiksi alueella,
Jjoka muistuttaa reikia tiilisein4ssi
(oletetaan ettd mydskin tiilet ovat 1 x
2), jonka ala- ja ylireunat ovat tasai-
set ja sivut “ hammastetut”, ei ole
vilttaimittd yhtddn dominokaakeloin-
tia. Mutta jos tilli alueella on sama
méird mustia ja valkoisia ruutuja, on
se kaakeloitavissa tasan yhdelld
tavalla. Itse asiassa pienin lisitarkas-
teluin voidaan selvittii vilttimaton
Jariittdva ehto sille, ettd 16ytyy vé-
hintéin yksi kaakelointi annetulle
alueelle. Ja erdilli alueilla, kuten
nelidllg, jolla on parillinen sivun-
pituus, on todella runsaasti erilaisia
dominokaakelointeja (koko shakkilau-
dalla niitd on 12988816).

Niitd dominoasetelmia kutsutaan
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Dominot, jaa ja Napapiirilause

myds dimeerikonfiguraatioiksi nelis-
hilalla. Samainen tarkastelu voidaan
tehdd my6s muilla hiloilla; esimerkiksi
dimeerikonfiguraatiot kolmiohilalla
vastaavat tason kaakelointia salmi-
akeilla. Vieldkin mielenkiintoisempaa
on se, ettd erddt muut, ndenniisesti
kovin toisenlaiset hilamallit, osoittau-
tuvat dominojen [dhisukulaisiksi kun
ne ndhddin kaakelointeina.
Tilastollisen mekaniikan jiimallit
ovat hilamalleja, joissa ei ole minkén-
laisia spinmuuttujia, vaan konfiguraa-
tio mérdytyy lihimpien hilapisteiden
vilisten nuolien orientaatiosta. J4i-
malli voidaan médritelld jokaisella
hilalla, joka on parillista astetta (kun
se ymmidrretddn graafina). Sianto
nuolille on yksinkertaisesti se, ettd
Jokaiseen hilapisteeseen tulee yhti
monta nuolta kuin siiti lihtee. For-
mulaatio on itse asiassa erittdin hyvi
fysikaalinen malli vesimolekyyleille
jéddhilassa, siitd nimi. Jos tarkastellaan
tatd mallia neli6hilalla ja kirjataan
nuolet koloina ja nyppyina yksikko-
nelidihin, vastaa nuolikonfiguraatio
tason kaakelointia yksinkertaisin

Wangin kaakelein kuvan 1. Mukai-
sesti (ohuet viivat kuvaavat hilaa,
paksut kaakeleiden reunoja). Jos nyt
kiinnitetd4n tasoalue reunanyppyi-
neen ja -koloineen, voidaan jilleen
kysyi alueen kaakeloinnista, sen
monikisitteisyydestd jne.

Edelld mainitun kaakeloinnin
olemassaolon lisiksi keskeiset kysy-
mykset ndiden ja muiden samanta-
paisten mallien kohdalla ovat seuraa-
vat: 1. Milloin on annetun alueen
kaakelointi yksiksitteinen?, 2. Mil-
loin alueella on monta kaakelointia ja
erityisesti, milloin niit4 on eksponen-
tiaalisen monta alueen pinta-alan
funktiona? ja 3. Milti tapauksen 2.
kaakeloinnit niyttivit geneerisesti?
Kohta kolme siis kysyy, milti kaake-
loinnit tyypillisesti ndyttivit alueel-
la, jonka muoto ja reunaehto pysyvit
samana kun kaakelin koko skaalataan
nollaan (ammattikielell4; otetaan
skaalausraja). Viimeiksi mainittu antaa
tietoa siitd, miten pitkin kantaman
Jjarjestys reunalta alueen sisiin
manifestoituu kaakeloinnin geomet-
riassa.
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Alkuperiinen sysdys niihin tutki-
muksiin [6ytyy Piet Kasteleynin jo
klassisesta dimeerejé kisittelevisti
paperista [K], jossa hdn huomauttaa:
“...The effect of boundary condi-
tions is, however, not entirely trivial
and will be discussed in more detail
in a subsequent paper...”. Ndin kir-
joittaessaa hén ei luultavasti osannut
kuvitella, ettd kestdisi melkein 40
vuotta, ennen kuin yhtendinen kuva
ndisti tilastollisen mekaniikan ilmi-
oisti alkaisi selkeytyi (eiki se alka-
nut hidnen tulevista papereistaan...).
Mutta nyt siis John Horton Conwayn
ja Bill Thurstonin piinavausten ja
Jim Proppin, Rick

kolmannen probleeman kannalta ovat
erityisesti alueet ja reunaehdot, joilla
on ei-triviaali reunakorkeus. Tima
tarkoittaa sité, ettd reunakonfiguraatio
sallii sisuksen monikisitteisen kaake-
loinnin, mutta rajoittaa siti kuitenkin
jollain tavoin. Dominoille tillaisesta
esimerkkind mainittakoon rombi
(dominoille alueen muoto méérid
yksikdsitteisesti reunakorkeuden) ja
nelidhilan jaille rombi, jolla on telt-
tamainen reunakorkeus jokaisella
rombin sivulla.

Konfiguraatioiden generointi
alueelle, josta tiedetdén muoto ja
reunakorkeus, on ei-triviaali tehtiva.

syklin, kadntdmistd, mutta esimerkiksi
Kagomé hilalla tarvitaan mahdolli-
suus kolmen erilaisen, kolmen ja
kuuden pituisen, alkeisluupin kéanti-
miseen). Jo ennen konfiguraatioiden
simulointia tietokoneella on siis to-
distettava, ettd se on alkeisperturbaa-
tioin edes mahdollista! Onneksi tdimé
onnistuu ja yhtendisyys on todistet-
tavissa myds muille edelld mainituille
kaakeloinnelle ja hiloille. Lisaksi ny-
kydidn on jo olemassa joukko tulok-
sia, jotka takaavat PCAn eksponen-
tiaalisen konvergenssin tasapainoti-
laan (joka on maksimientropian mitta
alueen ja reunaehdon sallimien konfi-
guraatioiden joukolla).

Kuvassa 2 on jddkonfigu-

Kenyonin ja lukuisten mui-
den toiden johdosta
yhteniisteoria on vihitel-
len muotoutumassa (e.g.
(CL],[T], [CEP], [E]).
Jaamallit nelio-, kolmio-,
Kagomé jne. hiloilla ovat
esimerkkejd verteksi-mal-
leista, mutta eris ratkaiseva
ero niiden ja muiden saman-
tyyppisten mallien, kuten
kahdeksan-verteksi mallin
vililld on se, ettd ne sallivat
ns. korkeusfunktion (jon-
ka my®6s esimerkiksi domi-
not ja salmiakkikaakelointi

raatio 102 x 102 rombilla (nelion
sisdssd, koko viittaa reunanuo-
lien lukumairadn). Kyseessé on
otos iteraatilla 20.000, hyvin
ldhelld tasapainoa. Alkutilan
korkeus naytti kaakko-luode-
suuntaiselta harjakatolta (vas-
taten sitd, etté toisella puolis-
kolla kaikki nuolet osoittivat
joko pohjoiseen tai linteen ja
toisella joko etelddn tai itd#n).
Kuvassa nuolinelikkdjen orien-
taatio on koodattu harmaasi-
vyyn. Rihmat ovat yksiulottei-
sia defekteja satunnaisliikkessa
Jérjestaytyneen konfiguraation

sallii). Tdméin kokonais-
lukuarvoisen funktion, joka
eldd duaalihilalla, inkre-
mentti madrdytyy siitd, miké on ylitet-
tdvin dominon/jdénuolen jne. orien-
taatio kun siirrytiéin duaalihilan pis-
teesti sen ldhimpdéin naapuriin,
Funktion arvo on bijektiivisessi
vastaavuudessa nuolikonfiguraation
kanssa ja kuvaa erittdin kiyttokel-
poisella tavalla sen sddnnollisyytti.
Alueella, joka sallii vain tdysin tdysin
jarjestyneen konfiguraation, timén
funktion diskreetti derivaatta on
ekstremaalinen. Kéintien, esimerkik-
si korkeudella pitkin polkua, joka
kulkee ldpi shakkilaudan tyypillisen
dominokaakeloinnin (jotka melkein
kaikki ndyttivit epéjirjestyneiltd), on
hyvin pieni variaatio.

Kiinnostavia edelld mainitun

Kuva 2
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Dominoille rombilla on olemassa
ndppiird heuristiikka tahan tarkoituk-
seen, mutta yleenséd on kiytettdavi
stokastista soluautomaattia (PCA) tai
Glauber dynamiikkaa. T#ll6in taas
nojaudutaan ratkaisevasti konfigu-
raatiojoukon yhtendisyyteen. Tilld
tarkoitetaan siti, ettd (dérelliselld)
jonolla alkeellisia lokaaleja operaati-
oita voidaan tietyn reunaehdon to-
teuttavat konfiguraatiot muuntaa
toisikseen. Dominoille timéi operaatio
on kahden vierekkiisen 2 x 2 muo-
dostelmassa olevan palikan kierto 90
astetta. Jaidlle operaatio taas on pie-
nimmin suunnatun syklin kdantami-
nen (nelichilalla timi tarkoittaa nel-
Jjan pituisen suunnatun syklin, 1-

keskella.

Kansilehden alempi kuva
ndyttdd 1-syklien kdéntotiheyden
samassa ajossa kuin edelld, kumu-
loituvasti 5000 iteraattia tasapainos-
sa. Keskelld aktiviteetti on korkeim-
millaan, kun taas reunat ja erityisesti
kulmat ovat “jadétyneet” - niissi 1-
syklejd ei ole ja niinp4 konfiguraatio
on tdysin reunakonfiguraation kiin-
nittdima. Demarkaatiolinjaa epéjir-
jestyneen keskuksen (“tropiikin™) ja
jdmihtineen reuna-alueen vilissi
kutsutaan Napapiiriksi (tdssd eng-
lanninkielinen termi The Arctic Circle
on osuvampi!). Tami yllattava ilmid,
jota voidaan perustellusti kutsua
spatiaaliseksi faasinmuutokseksi,
havaittiin ensin rombin dominokaa-
keloinnille ja sittemmin nelidjéélle.
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Nykyéan reunaympyrin esiintyminen
néissd malleissa on jo korotettu teo-
reeman statukseen. Kuvasta kannat-
taa myds huomata se, ettd jakauma
tropiikissa ndyttiii melko isotrooppi-
selta - vihje, joka sekin on johtanut
tdsmiilliseen tulokseen.

Alkuperiisen kaakelointiproblee-
man kannalta Napapiirilause tarkoit-
taa siis sitd, ettd edelld mainitulla
reunachdolla rombin, jossa on suuri
mééré nuolia, melkein kaikki nuoli-
konfiguraatiot ovat sellaisia, joissa
keskus on epijirjestynyt (nuolet
osoittavat satunnaisesti eri suuntiin -
tamd pystytdin edelleen kvantifioi-
maan) ja ympyrin ulkopuolinen alue
tdysin jirjestdytynyt (reunan mukai-
sesti orientoitunut).

Muille hiloille, kaakelimuodoille,
alueille ja reunakorkeuksille sisuksen
geometria voi olla melkoisen eksootti-
nen. Kannen ylempi kuva esittia
alkeisluuppien kiintstiheyden kuusi-
kulmion muotoisella kolmiohilan
alueella (51 hilapistettd per sivu, 6000
iteraattia PCAn tasapainotilassa).
Reunakorkeus on sellainen, etti se
kiinnittdd kuusi kulmissa olevaa
salmiakin muotoista osa-aluetta ket-
juun. Mutta kuten kuvasta selvisti
nikyy, reunavaikutus ulottuu syvem-
mille ja tropiikki sijaitsee vasta jos-
sain kuusiterilehtisen kukan sislli.
Itse asiassa on syyti epiiilld, ettid
tdssd alueessa tapahtuu vield toinen-
kin spatiaalinen faasinmuutos; “kiin-
ted olomuoto” muuttuu kukan reunal-
la “nesteeksi” ja edelleen “ kaasuun-
tuu” sisemmalld kayralla (ympyrilld?).
Témiin ilmion kvantifiointi ja tdsmilli-
nen ymmdrtaminen on vield kesken.
Mainittakoon, ettd monifaasi-ilmié on
havaittu myos rombin ns. diablo-
kaakeloinnissa ja symbolisin ohjelmin
on pystytty ratkaisemaan se kahdek-
sannen asteen algebralinen lauseke,
joka antaa molemmat rajakayrit.

Niin dominoiden kuin jddmallinkin
ddreton versio on ratkaistu jo vuosi-
kymmenii sitten (viitteet esim. [B]).
Viimeaikaiset menetelmiit ja tulokset
adrelliselle versiolle ovat luonteeltaan
enemmin kombinatorisia ja stokas-
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tisia. Prosessi, jolla ndihin on
paidytty on melkeinpi malliesimerk-
ki tietokoneavusteisesta matematii-
kan tutkimuksesta. Aluksi eriit
heuristiset simulaatiot vihjasivat
sithen, ettéd kyseisissd drellisissd
versioissa saattaisi esiintyd mielen-
kiintoinen pitkdn kantaman jirjestys.
Sitten alkeisoperaatiot (dominoiden/
salmiakkien/suunnattujen nuoli-
luuppien kéddntiminen) osoitettiin
(liitutaululla!) transitiiviseksi operaa-
tioksi, joka antoi konfiguraatio-
joukon yhteniisyyden. Tdmiin jil-
keen simulaatioita voitiin jatkaa var-
mana siité, ettd konvergoidessaan ne
todella tuottivat niytteiti tasaisesti
koko konfiguraatiojoukosta, eiki
vain jostakin sen osajoukosta. Niis-
sd tietokoneajoissa matemaatikot
16ysivit Napapiirin. Tamé yksinker-
tainen rajakdyra oli yllitys (kaikesta
piitellen myos fyysikoille), sillid
tdydellinen isotropia on tuiki harvi-
naista hilamalleissa. Tdmi huomio
védnnettiin edelleen perinteisin me-
netelmin todistukseksi. Lisi-
simulaatiot antoivat vihjeiti ja vii-
toittivat teoreettista analyysia joka
kulminoitui variaatioperiaatteeseen,
jolla voidaan tismiillisesti karakteri-
soida myds eksoottisempia rajakiy-
rid. Matkan varrella paljastui joukko
kiintoisia ja edelleen osin hamirii
yhteyksiid mm. konformiseen inva-
rianssiin ja hyperboliseen geomet-
riaan.

Kari Eloranta

Kari Eloranta on TKK:n matema
tiikan dosentti, joka on vuosien
varrella tutkinut biljardia,
sekalaisia satunnaisprosesseja,
ergoditeoriaa, soluautomaatteja
ja viimeksi siis uponnut sohjoon
eli jaa-malliin. Muuten ei
Napapiirin tuonpuoleinen juuri
kilnnosta, vaan liike suuntautuu
enemman tropiikkiin.
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